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Zusätze zu Eulers Elementen der Algebra. 
Unbestimmte Änalysis. 

Von 

Joseph Louis Lagrange. 



Einleitung. 

Die Geometer des vergangenen Jahrhunderts haben sich 
viel mit der unbestimmten Analysis, die gemeiniglich die »des 

Diophantus*- geuannt wird, bescLäftlgt; docli ha))en eigentlich 
nur Backet und Fermat etwas zu dem hinzugefügt, was schon 
Diophantus selbst uns hinterlassen. 

Man verdankt besonders Backet eine vollständige Methode, 
alle unbestimmten Autgaben vom ersten Grade aufzulösen *l 
Fertnat ist der Schf^pfer einiger Methoden zur Auflösung 
der unbestiminti'ii Gleichungen, die den zweitiii (Trad über- 
steigen**); ferner der orisrinellen Methode, mittelst welcher 
man beweist, dass die Hümme oder die Differenz zweier Bi- 
quadrate niemals ein Quadrat sein könne; ferner der Lösung 
einer grossen Zahl sehr schwieriger Aufgaben, sowie mehrerer 
schöner Theoreme über die ganzen Zahlen ohne Beweis, von 



*) S. unten § III. Uebrigens spreche ich hier nicht von Beiueui 
CommeTit;Tr zTim PfopJfftnfna . weil diese Arbeit, die In ihrer Art 
ÄUagezeiclmet ist, keinerlei Entdeckung bringt. 

**) £9 sind diejenigen, die im VIII. bis X. Kapitel vorstehen- 
den Werkes (gemeint sind hier die MemenU der Algebra von Etder)^ 
dargelegt werden. BäU bat sie aus veraebiedenen Sebriften Fernmfs 
zusammengebracht und am Anfang der neuen Ausgabe des Diophan- 
iitsy die FermcU der Sohn herausgegeben hat» verOffentUoht 

1* 
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denen jedoch die meisten später Ton Eukr in den Petereburffer 
CommentaHonen bewiesen worden sind*). 

Dieser Zweig der Analysis ist in diesem Jahrhundert fast 
vollständig vernachlässigt worden nnd mit Ausnahme Euler a 
kann ich Niemand nennen, der sich damit befasst hätte; aber 
die schüueii zahlreichen Entdeckungen dieses bedeutenden Geo- 
meters haben uns vollauf entschädigt für die Gleichgültigkeit 
der anderen Geometer gegen diese Art von Untersuchungen. 
Die »Commeiitatioues« von Petersburg sind erfüllt mit Unter- 
öuchungeu dieser Art, und das soeben veröffentlichte Werk 
erweist den Freunden der Diophau tischen Analyse wiederum 
einen Dienst. Man besass bisher keines, in dem dieser Wissens- 
zweig methodisch behandelt wäre, der zugleich die bisher be- 
kannten Kegeln zur Auflosung der unbestimmten Probleme zu- 
sammenstellte und deutlich erklärte. Die vorliegende Arbeit 
vereinigt beiderlei Vortheile; aber zur Vervollständigung glaubte 
ich mehrere Zusätze machen zu müssen, über die ich in kurzen 
Worten berichten will. 

Die Theorie der Kettenbrtiche ist eine der fmchtbarsten in 
der Arithmetik, weil durch sie Probleme, die sonst kaum an* 
zufassen sind, mit Leichtigkeit gelöst werden können; aber 
noch grösseren Nutzen gewährt sie bei der Auflösung der un- 
bestimmten Gleichungen in ganzen Zahlen. Ans diesem Grunde 
habe ich mir vorgenommen, diese Theorie mit aller Ausfflhr- 
üchkeit zu behandeln, damit sie recht verständlich werde; da 
sie in den Hauptwerken liber Arithmetik und Algebra fehlt, 
mnss sie wohl wenig von den Geometern gekannt sein: • ich 
wäre zuMeden, wenn es mir gelänge, sie etwas allgemeiner 
.bekannt werden zu lassen. Weiterhin bringe ich neue An« 
Wendungen dieser Theorie auf die unbestimmte Analysis. Ich 
.bestimme die Minima in den unbestimmten Ausdrücken mit zwei 
■ Veränderlichen, besonders in denen der zweiten Ordnung, und 
beweise in Bczu^ auf diese einige bemerkenswerthe , bisher 
niclit bekannte Lelirsätze, d. h. solche, die nicht direkt und 
allgemein hergeleitet worden sind. Besonders im Ai'tikei 53 
♦ — — — - , 

*/ Die Probleme und Theorien, von denen oben die Rede war, 
sind in den BcmerkunLi en Frrf)iat'v, über die Question^s deB Diophmiius 
zerstreut, sowie auch iu seinen in den Opera mafhemaHca ^ediuckten 
Briefen, und im zweiten Bande der Werke von Waüts. In den 
Memoiren der Berliner Akademie von 1770 ff. findet man gleichfalls 
die Beweise zu einigen Theoremen dieses Yerfasseni, und zwar 
&olche,-die- bisher mcht erbracht waren. 
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wird man eine Methode finden, um die reellen Wurzeln der 
Gleiehungren zweiten (irades in Kettenbriichen darznstellenj und 
iu den folgenden Artikeln l^ilgt tin strenger iieweis, daas diese 
Brüche dorchaus pcrioillsch sein müssen*). 

Die übrigen Znsätze bezielicn sich auf die Auflosung der 
unbestimmten (Ueichungen. BacJtet hatte im Jahre 1H24 die 
voüstäudige Losung der unbestimmten Gleichungen ersten Grades 
gegeben. Diejenige der Gleichungen zweiten Grades erschien 
erst 17 üU in den Memoiren der Berliner Akademie. Dieselbe 
wird hier, vereinfaclit nnd verallgemeinert, wieder gebracht, 
so da35i nichts zu wünschen übris: bleiben wird. Hinsichtlich 
der niilRstimmten Gleichungen höheren als zweiten Grades be- 
sitzen wir nur einige besondere Methoden der Auflösnnfr fiir 
einige Fälle und es erscheint sehr wahrscheinlieli, dass die 
.sll^emeine Lösung dieser Art GUM'cbnn^en für einen h(»heren 
Grad als den zweiten ebenso nnniö^iieli wird, wie solches der 
Fall zu sein scheint für die bestimmtea Uleichuugea, die den 
vierten Grad übersteigen. 

Der letzte Paragraph endlich bringt Untersuchungen über 
Fanctionen, die die Eigenschaft haben, dass das Product aus 
zweien oder mehreren derselben wieder eine ähnliche Function 
ist: ich gebe eine allgemeine Methode, nm Functionen dieser 
Art zu finden^ auch zeige ich die Verwendung derselben zur 
Lüsnng verschiedener unbestimmter Probleme, die mit den bis- 
her bekannten Methoden nicht zu fassen waren. 

Vorstehendes bezeichnet die Hauptgegenstände dieser »Za^ 
Sätze«, die ich noch viel weiter hätte aasdehnen können, wenn 
ich nicht gefürchtet hätte, die passende Grenze zu sehr zu 
Qberschreiten. Ich hoffe, dass der behandelte Stoff die Auf- 
merksamkeit der GleometeT wecken nnd das Gefallen an einem 
TheÜe der Analysis wachrufen wird, der es durchaus Ycrdient 
eifrig betriehen zu werden. 

§ I. Die Kettenbrtlohe in Bezug auf Arithmetik, 

1. Da die Theorie der Kettenbrüche in den gewöhnlichen 
Lehrbüchern der Arithmetik nnd Algebra fehlt nnd daher 



*1 In dieser neuen Auagabe (nämlich der zweiten franzr)si8chen 
der EU mvntc (J> r Mii hra von Enh r\ sind einige kleine Aenderuugen 
in der Analyse des i'roblemB 1 § II vorgenommen worden, um 
dieselben directer und leichter veiständlich zu gestalten. 
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den Geomctern wenig bekannt sein dürfte, so wird es zweck- 
niilssigj sein unsere »Znsätze« mit einem kurzen Abriss dieser 
Theorie, die wir vielfach anwenden werden, zn beginnen. 

Man nennt im Allgemeinen Kettenbruch einen jeden 
Ausdruck folgender Form: 

ß-\ 



y + 



d 



3+. 



WO die Grössen a, 7, (),... und h, df ... ganze positive 
oder negative Zahlen bedeuten ; hier wollen wir indess nur solche 
Ketteubrttche behandeln, deren Zähler 6, c, </,...= 1 sind, die 
mithin die Form 



ß + 



1 



y + 



1 



haben; y . . . sind übngens beliebige ganze positive oder 

negative Zahlen; diese Kettenbniche sind die einzigen, die 
vielfach in der Analyse verwandt werden, während die anderen 
kaum mehr als Curiositäten sind. 

2. Herr Brouncker hat, glaube ich, zuerst Kettenbrtiehe 
ersonnen; so hat er das Verhältniss des umschriebenen Qua- 
drates zum Flächeninhalt des Kreises gefunden, welches = 



1+ 

2 + 



9 



24- 



25 



2+. 



ist; aber man weiss nicht, wie er das gefunden hat. Man 
findet nur in der » Arithmetica infinitorum « Uber diesen 
Gegenstand einige Untersuchungen, in welchen Wallis in sehr 
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indirecter, obwohl duioliaud geistvoller Weise die Identität des 
Brouncker^SGhQR Ausdruckes mit dem seinigeu, der bekauutlich 

_ 3. 3^5^. 7.^ ist, darthnt: aneh giebt er dort eme all- 

2.4.4.6.6... ' ® 
gemeine Methode^ alle möglichen Arten von Kettenbrücbeu in 
gewöhnliche Brüche zu verwandeln. Uebrigens scheinen diese 
beiden grossen Geometcr die Haupteigenschaften und die be- 
sonderen Vorzüge der Kettenbrttche nicht gekannt zu haben; 
wir werden später sehen, dass diese Entdeckung hauptsächlich 
ffuyghma zu verdanken ist. 

3, Kettenbrfiche bieten sich am ungezwungensten allemal 
dar, wenn es gilt, gebrochene oder irrationale Zahlen auszu- 
drficken. Gesetzt man solle irgend eine OrOsse a darstellen, 
die nicht durch eine ganze Zahl ausgedrttckt werden kann; so 
ist es am einfachsten, diejenige ganze Zahl aufeusuchen, die 
dem Werthe von a am nächsten kommt, und die miUiin nur um 
einen echten Bruch abweicht. Es sei diese Zahl er, dann wird 

a — a ein echter Bruch sein, folglich — - — eine Zahl, grösser 

j " a — a ' 

als 1 ; es sei = ^ j d& ^ grösser als 1 ist , so kann 

a — »■ 

man wiederum die ganze Zahl aufsuchen, die dem b am 
nächsten kommt; diese Zahl heisse alsdann ist b — ß 

wiederum ein echter Bruch und mithin , ^ . grdisser 1 ; 

0 — ff 

es sei = it; ^^^cdc^^ra braucht man nur die dem c nächstliegende 

ganze Zahl autzusuchen, sie heisse y : also ist c — y ein echter 

1 

Bruch und mithin grösser als 1 : es sei s d, welches 

e — y ' 

grösser als 1 ist u. s. w. Auf diese Weise kann man offenbar 
den Werth von a erschöpfen und zwar auf eine sehr einfache 
und fördersame Weise ^ da man ma ganze Zahlen anwendet, 
deren jede eine Annäherung an den gesuchten Werth ver- 
mittelt 

Da nun — ^ — s 6, so ist 

a — a 

1,1 

a — « Ä -r und a = ö + x > 
0 o 

ferner da . ^ . = c, so ist 
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c 

und weil — - — ^ d. ao hat man auch 

u. s. w. ; setzt mau folgweise diese Werthe ein, so kommt: 

1 1 1 
a = a + — = a + = a + 



,1 
r+r 



and im Allgemeinen 



1 



ß + 



1 



i 



Es nnis'^ hier beachtet werden, daas die Zahlen a, ß, y. . 
die, wie wir gesehen haben, ganze Zahlen bedeuten, die den 
Grössen a, 6, . . nahe kommen, auf zwei verschiedene Arten 
gebildet werden können, da man für den angenäherten Werth 
sowohl den einen als auch den anderen, zwischen denen jene 
Zahl eingeschlossen ist, nehmen darf. Indess besteht ein wesent- 
licher Unterschied bei diesen beiden Arten, die Näherungswerthe 
zn bilden, denn nimmt man stets kleinere AVerthe an, so wer- 
den die Nenner d, sämmtlich positiv sein; umgekehrt 
werden sie alle negativ^ wenn die Häherungswerthe sänmitlich 
grösser genommen werden, als der wahre Werth der darzustel- 
lenden GrOsse, und sie werden bald positiv, bald negativ sein, 
wenn man die Nitherungswerthe bald kleiner, bald grosser an- 
nimmt. 

In der That, wenn a kleiner als a ist, dann ist a — a positiv ; 
folglich ist auch .( positiv und ebenso ß] im Gegentheil wird 
a — a negativ sein, wenn a grösser als a ist; dann aber ist b 

negativ und ebenso ß. Wenn ferner ß kleiner als ft, so ist 
auch b — ß positiv ; miiiiiu wird auch c positiv sciu und folglich 
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auch y\ wenn aber ß ^össer als h ist, so ist h — ^ nega- 
tiv, mithin sind c und y negativ u. s. w. 

Wenn im ['«ilgcnden von negativen Grössen die Rede ist, 
so nenne ich diejenige Zahl kleiner, die positiv genommen 
grösser als die andere wäre ; später werden wir aUerdings zu- 
weilen Zahlen nur in Hinsicht auf ihre absolute Grösse an- 
wenden, alsdann aber soll stets hervorgehoben werden, dass 
vom Zeichen abzusehen ist. 

Ferner muss noch bemerkt werden, dass, wenn unter df^n 
Grössen ^, c, rf, . . . eine ganze Zahl vorkommt, der Kette iibruch 
abschliesst, weil man diese Grösse selbst beibehalten kann; sei 
z. B. c eine ganze Zahl, so ist der Kettenbruck, der den 
Werth YOtt a giebt: 

, l 

a = a 4 

£8 ist klar, dass man nfimlieh y==^0 nehmen mtlsstef waa 

a=« = - = oo 

e — y 0 

ergäbe, und mithin d = oOf so dass man 

1 



a=a -|- 



' 00 



erhielte, da alle übrigen Glieder gegen oo versckwftnden; da 

^ = 0 , so wird einfach 
oo ' 

a=a-| 

Dieser Fall wird stets eintreten, wenn a commensuraljel 
ist, d. Ii. wenn es ein rationaler Bruch ist; sobald aber a inational 
oder transcendent ist, wiid der Kettenbruch nothwendig bis oo 
fortlaufen. 

A 

4. Sei nun a gleich einem gewöhnlichen Brache ^, wo 
^ und B gegebene gan^e Zahlen bedeuten; offenbar wird die 
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Zahl a, die dem Werthe von ^ am nächsten kommt, gleich 

dem Quotienten sein, den man bei der Division von B in 

A erhält; es sei in gcwühulicber Weise a dieser Quotient 

jL C B 

und Oder Rest, so ist — ct^t-^ folglich b=:—] am ebenso 

den Werth von ^ zu erhalten, der sich am meisten dem -p^ 

nähert, braucht man nur B durch G zu dividiren und statt ß 

den Quotienten dieser Division zu nehmen; es sei aiädann D 

D C 
der Best, so hat man b — = — , folglich e^-=r: man wird 

daher mit dem Dividiren fortfahren, indem C durch D den 
Werth für y giebt n. s. w. ; hieraus erhellt folgende höchst ein- 
fache Bogel für die Umvrandlung der gewöhnlichen in Kettenbrflche : 
Man dmdire zunächst den Zähler des gegebenen Bruches durch 
den Kenner und bezeichne den Quotienten mü a; alsdann iheäe 
man den Nenner durch den Best und nmne dm Quotienkn ß; 
und fahre in dieser Art fort^ indem man stets den vorläxien Rest 
durch den letxten Best dwidirt, bis man eme Dwision ohne Best 
erhältf was noütwendig emireten musSf da die Beste steis ganxe 
Zahlen smd^ d4e immer Uemer und JeMner werden; so erhäU man 
den Kätenbirudi 



der dem gegebenen Bruche gleich sein wird, 

5. £s sei z. B. der Bruch ^ einen Ketteubruch zu 

887 

zu verwandeln; umu ihvÄli ;iLso 1108 durch 887 und erhält 
den Quotienten 1 und den Rest 216; man tlieilt femer 887 
durch 216, erhält den Quotienten 4 und den Rest 23; femer 
21G durch 23 und erhält den Quotienten *J und den Rest 9; 
man theiit noch 23 durch 9, erhält den Quotienten 2 und den 
Rest 5 ; theiit 9 durch 5 , erhält den Quotienten 1 und den 
Rest ^4; 5 durch 4 giebt 1 und Rest 1; endlich ergiebt 4 durch 
1 den Quotienten 4 und den Rest 0, und das Verfahren ist 
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zu Ende. Ordnet man nnii aUe die gefundenen Quottenfen^ so 
liat man ^e Beihe 4, 9, 2, 1, 1^ 4 und bildet mit diesen 
ZaUen den Kettenbraeh 

1103 1 

= 1 -j ' ' 



8S7 

4 + 



2 + 



1 + 



t 



1 -^r 



6. Da iiuui bei dem gewöhnlichen Dividiren als Quotienten 
immer diejenige ganze Zahl nimmt, die gleich oder kleiner als 
der g-esrebene Brach ist, so wird man mittelst der vüriiegenden 
Methocie stets KettenbrUche mit positiven Zahlern erhalten. 

Man kann aber als Quotienten ain li tlit j eilige Zahl nehmen, 
die unmittelbar 2rrr»sser als der vorliegende Brncli ist, wenn 
letzterer nicht zutsillig eine ganze Zahl ist, man braucht mit- 
hin nur nm eine Einheit den vorhin erhaltenen Quotienten zu 
vermehren und der Rest wird alsdann nesrfitiv worden. Man 
kann auf diese Art nach Belieben positive oder negative Glie- 
der erhalten. 

Im vorliegenden Beispiel können wir statt des ersten Quo- 
tienten 1 den Werth 2 nehmen; alsdann wird der Rest — 671 
werden, der nunmehr in 887 zu dividiren sein wird; man 
erhält also den Quotienten — 1 und den Rest 216 oder den 
Quotienten — 2 und den Best — 455. Nehmen wir den 
grösseren Quotienten — 1, so mnss der Rest — 071 durch 
den Rest 216 dividirt werden; man bekommt den Quotienten 

— 3, Rest — 23, oder Quotient — 4, Rest 193. Ich setze die 
Division fort, indem ich den grösseren Werth — 3 anwende; 
dividire 216 dnrch den Rest — 23 und erhalte den Quotienten 

— 9, Reet 9, oder Quotient — tO, Best — 14 n. 8. w. 
Anl diese Weise erhält man 

1103 ^ . l 

^2H r 



8b7 

— 1 + 



— 3 H 

— 9 + . 
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woraus zu ersehen, dass alle Nenner negativ gewordea 
sind. 

7. Man kann übrigens jeden negativen Nenner in einen 
positiven verwandeln dureh blosse Aendemng des Zeiehens des 
Zäblers; alsdann aber mnsa anch das Zeichen des folgenden 
Zahlers verändert werden; denn offenbar Ist 

t t 

M + -— 1 1 

— V'\ V 



Femer kann man alle negativen Zeichen verscb winden 
lassen nnd einen Kettenbrach mit lanter positiven Zeichen 
erhalten, denn es ist ganz allgemein 

ft — —r — = ^e — l + 



> 



wie man sich leicht ttberzeugt, indein mau diese beiden Aus- 
drücke in gewr)hnlirhe Brüche verwandelt. 

Man könnte mich in ähnlicher Weise negative Glieder statt 
der positiven eiutühreu, denn es ist 



worans erhellt, dass man mittelst solcher Transformationen 
zuweilen einen Eettenbmch vereinfachen nnd anf eine geringere 
Anzahl von GHederu reduciren kann; was jedesmal geschehen- 
kann, sobald es Nenner giebt, die s= l oder =^ — 1 sind. 

Um einen gegen die gegebene Grösse möglichst conver- 
glrenden Kettenbmch zu erhalten, muss man offenbar im All- 
gemeinen für cf, /y, /, • . ?anze Zahlen annehmen, die den 
Werthen a, b, ... muglU libt nahe liegen, gleichviel ob grösser 
oder kleiner als diese; ausserdem iat klar, dass, wenn mau 
z. B. für a nicht den dem a nächstliegenden Werth annimmt, 
die folgende Zahl ^ = 1 sein muss; in der That wird der 
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Untersollied zwischen a und a .grösser &ls ^ sein, mithin 
— : — also kann ß nur =?= l sein. , .... 

Bobaid man also in einem Kettenbruch Nenner findet, die 
= l sind, so ist das ein sicheres Zeichen dafür, ilass muu 
den vorhi'iirclitinlcn Nt nner nirlit so nahe als ii'gend möglich 
gewählt hat und dass mirliin der Bruch vereinfacht werden 
kanU) indem man diese Nenner um eine Einheit venu ehrt 
oder vermindert, was mit Hülfe der vorhergebenden Formeln 
ausgeführt werden kann, ohne, die ganze lUchnung zu wieder- 
holen. 

8. Die unter Ko. 4 mitgetheilte Methode kann anek dazu 
dienen, eine jede irrationale oder transcendente Grdsse in einen 
Kettenbrneii sa verwandeln, falls sie vorher in Decimalen ans- 
gedrttekt worden ist. Da aber dieser in Decimalen angegebene 
.Wertii nnr ein angenäherter sein kann, nnd da man dnreh 
Vermehrung der letzten Stelle um eine Einheit zwei Grenzen 
hat, zwischen denen der wahre Werth liegen muss, so muss 
man^ um aus diesen Grenzen nicht herauszutreten, ein und 
dieselbe Reclmung für beide Brüche, um welche es sich han- 
delt, ausführen und schliesslich im Kettenbruch nur diejenigen 
Quotienten belassen, die bei beiden Rechnungen gleich gross 
ausfallen. 

Es sei z. B, die Zahl >f , das Verhältniss des Kreisumfanges 
zum Durchmesser durch einen Kettenbruch darzustellen. Nach 
Fteto's Berechnung ist dieser Werth = 3,1415926535 . . ., 
31415926535 

so dass man nach obiger Methode in einen Ketten- 

10000000000 ^ 314159 

bmch zn verwandeln hat; nimmt man wir \ so erliSlt 

lOOÜÜÜ 

man die Quotienten 3, 7, 15 , 1. . und jiimmt man den 

grösseren Bruch txtz^» so findet man 3, 7, 16, . . so dass 

100000 ^ ' ' ' ' ' 

der dritte Quotient unsicher bliebe; hieraus ersieht man, dass^ 

um deA Kettenbruch auf mehr als drei Glieder darzustellen, 

man einen Werth zu Grunde legen muss, der mehr als sechs 

Decimalen enthalt. 

Nimmt man den von Ludohph gegebenen Werth mit 35 
Stellen 

' 3,14159265358979323846264338327950288, 
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und rechnet man mit diesem nnd zugleich mit dem nm eine 
Einheit Tenn^brten Weiihe, bo findet man die Quotienten 

3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 1, 
84, 2, 1, l, 15, 3, 13, 1,4, 2, 6, ü, 1; 

80 dass man erhält 

7ir = 3H j 

7H 



15 



1 + 



292 H 



l + -i 



1+. 



Da hier Nenner = 1 yorkommen, so kann der Braek yer» 

einfacht werden durch Einführung negativer Glieder, und mit 

Benutzimg der Formeln in No. 7 findet man: 

jc = d + i j 



7 + 



16 — 



294 



3 — 



oder 

ft s= 3 «4- 



74- 



16 + 



— 294 4 



3 + 



— 3 + . 



9. Wir haben an einem anderen Orte gezeigt, wie die 
Theorie der Kettenbrüche zur Auflösung numerischer Glei 
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ebnngen angewandt werden kann in Füllen, wo bisher nur 
nnToUkcunmenA nnd ungenügende Mettoden bekannt waren, 
(fiielie MeoMriren der Berliner Akademie 1767 nnd 1768).*) 
IHe gMue Sebwieiigkeit besteht daiin, in einer beliebigen 
Gleichung für die gesuchte Wnrsel den meist angenäherten 
Werth, darüber oder darunter, zu finden , und hierfür haben 
wir die ersten sicheren und aü^emeinen Regeln aufgestellt, 
mittelst welcher man nicht hiüü6 erkennt, wieviel reelle posi- 
tive oder negative, gleiche oder verschiedene Wurzeln die vor- 
gelegte Gleichung besitzt, sondern auch wie man leicht die 
Grenzen einer jeden dieser Wurzeln findet und sogar die 
Grenzen der reellen Werthe, die in den uuaginären Wurzeln 
auftreten. Es sei also x die Unbekannte der vorliegenden 
Gleichung, so sucht man zuuächst diejenige ganze Zalü auf, die 
aieh am meisten der gesuchten Wurzel nähert; sie heisse a; 

jetzt setze man nur noch, wie in No. 3 geschehen ist, a; = a -| — 

y 

(ieh nenne hier jf, ^ . . . was dort a, 6, genannt ist) ; nimmt 
man diesen Werth fllr x, so hat man, naeh Fortsehaffiing der 
Brttehe, ehie Qleiehnng von demselben Grade in die minde- 
stens eine Wnrcel haben mnss, die positir oder negativ grösser 
als 1 ist Jetat sneht man weiter den dieser Wnrael nftehst- 

liegenden ganzen Werth, er sei ß; man maehe y^ß + ^ 

und man erhält wieder eine Gleichung in die ebenfalls eine 
Wurzel haben muss, die grösser als l ist und für die wieder ein 
möglichst augeniiherter ganzzahliger Werth y gesucht wird u.B.w. 
Die gesuchte Wurzel wird dann ausgedrückt durch den Ketten- 
hmch 

1 

r 

ß-^— r 



7 + 



der abbricht, wenn die Wurzel coramensurabcl ist, aber sicher 
unendlich sieh fortsetzt, wenn die Wurzel iucommensurul»el ist. 
In der citirten Abhandlung findet man alle Principieu und 

*) <£nvres de Lagrange^ II, p. 538 nnd 581. 
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die nOtbigen Emzelheiton des VerfahrenB erlftatert, um die 
Methode und ihre Anwendung kennen zu lernen, auch ver- 
schiedene Hfllfsndttol, nm das Verfahren absnkllrzen; wir g^n- 
hen Uber diesen so wichtigen G^enstand üist Nichts za wfin- 
sehen fibrig gelassen an haben* 

In Bezug auf die Wurzeln der Gleichungen zweiten Grades 
werden wir unten (No. 33 C) eine besondere, sehr einfadie 
Methode nüttheilen, sie durch Kettenbrilche darausteUeu. 

10. Nachdem wir die Hersteliang der Eettenbrttclie erklärt 
haben, gehen wir dazu Ober, ihre Anwendung und ihre Hsupt- 
eigenschaften darzuthun. 

Es ist offenbar, dass man, je mehr Glieder man in einem 
Kettenbmch nimmt, um so mehr dem wahren Werthe, der dar- 
gestellt werden soll, sich nähert, so dass man, wenn man 
folgweise bei jedem folgenden Gliede anhält, eine Reihe von 
Werthen erhält, die sich immer mehr dem vorgesetzten Werths 
nähern. 

Hat man also den Werth von a in den Kettenbrach 



t 



▼erwandeit, so hat man die Werthe: 



1 . 1 



mithin nach Reduction: * 

ceß + 1 aßy + öf + y 



welche Werthe sich immer mehr dem ron a nähern. 

Um besser. das Gesetz der Convergenz dieser Grössen ben 
urtheilen zu können, bemerke man, dass man nach den For- 
mehi No. 3 erhält: 
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woraus zunächst erhellt, dass a der erste angenäherte Werth 
von a ist; wenn man alsdann den genauen Werth von a nimmt, 
ab+l 

der gleich — ^ — ist , und wenn man darin b durch seinen 

angenäherten Wertli ^7 ( i-äetzt, so erhält man für diesen au- 

genäherten Werth — ^ . — ; man erhält einen dritten noch 

näheren Werth, wenn man zunächst für b seinen genauen Werth 

^ setet, woraus a = (^^±iH±^, und seUt mau als- 

dann fflr e den angenSlierten Werth so wird der neue an- 
genäherte Werth Yon a 

iiy.+ i ' 

setzt man ebenso weiter flär c seinen genauen Werth — - , 
80 erhält man ^ 



a 



und setzt man für d seinen angenäherten Werth so erhält 
man als vierte Annäherung 

{ßY+l)d + ß 

und 80 fort. 

Daniiis ist leicht ersichtlich, dass man, wenn mau mit 
Hülfe der Zahlen ccj ß, y ... die Ausdrücke bildet: 

J. = a, ul, = 1 , 

B=^ßA+i, B.^ßy 

D=d C B, = ÖC, -i- i/, , 



folgende Reihe nach der Grösse a convergir ender Werthe 
erhält 



Üstwald'g Klabäikor. 1U3. 
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A — ^ ^ ^ F 

2/ Y,' cl' E]' Y^'' ' 
Ist die Grösse a rational und durch einen beliebigen Bruch 

V 

— darsetllbar, so wird offenbar dieser Bruch stets der letzte 

Werth in vorstehender Reihe sein, denn in diesem Falle 
hat der Kettenbruch ein Ende und es muss immer der letzte 
Werth der vorstehenden Reihe dem ganzen Kettenbruch gleich 
sein. 

Ist aber a irrational oder ti-anscendent, so wird nothwendig 
der Kettenbruch unendlich sein und es kann die Reihe con- 
vergirender Werthe bis zur Unendlichkeit fortgesetzt werden. 

11. Untersuchen wir nun die Eigenschaften dieser Brüche; 
zunächst ist klar, dass die Zahlen ^1, i?, . . . stets wachsen 
werden, und ebenso die Zahlen yl,, i?,, C^, . . ., denn: 

1) Wenn die Zahlen «./:?,/,... sämmtlich positiv sind, 
80 werden es auch alle i^, C, . . . und alle 5,, C,, . . . 
sein, und man hat offenbar: 

B>Ä, ob,d:> C, . . ., 

B, = oder>yl, , C,, .. . 

2) Wenn die Zahlen er, /i/, y, . . . alle oder zum Theil 
negativ sind, so wird es unter den Zahlen .4, 2?, C, . . . und 

, i?, , 6\ , . . . theils positive, theils negative geben; in 
diesem Falle aber beachte man, dass man zufolge der vor- 
hergehenden Formeln 

A a' B~ B' C~^^C'"' 



hat, woraus zunächst erhellt, dass, wenn «, ... nicht 

gleich 1 sind, man, abgesehen vom Zeichen, — 1 hat; folff- 

\ C Ä ^ 

lieh ist ^< 1, mithin ^> 1 u. s. f.; folglich ist > ^, 

C*]^ j9, . . . 

Eine Ausnahme findet nur statt, wenn unter den Zahlen 

^, . . . sicli welche befinden, die gleich 1 sind; es sei 

als erstes / = 1, so hat man zunächst B^ aber C<::^Bj 



1 



Coogl< 
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sobald der Bmoh ein anderes Zeichen hat als yi dieses 

C A 

folgt aus der Gleichung ^ = / 4"n i ^^i^n ^ diesem Falle 
A B B 

wird / + -ij <C i sein; ich behaupte aber, dass iu diesem 
B 

Falle nofliwendig 2)]>S sein wird; denn da p/= d:;!, so 
ist (No. 10) 

0 = ± l + und c — 4 = ^\ 

d ' 

da aber c nnd <2 grösser als 1 sind (No. 3j, so kann diese 
Gleichung nnr dann bestehen, wenn c und d gleiche Zeichen 
haben; da nun y and ö ganze Zahlen sind, die nahe hA e 
nnd d liegen, mfissen auch y und d Ton gleichem Zeichen 

C A 

sein; aber der Bruch = y 4- ^ musa dasselbe Zeichen haben 

A 

wie y, denn y ist eine ganze Zahl nnd -=■ ist ein Brach < 1 ; 

O de 
folglich haben und d gleiches Zeichen; mithin ist eine 

DB 

positive Grösse. Nun ist aber = J 4- multiplicirt man 
also mit so erhftlt man -^ = i^ + i« ä& i^^n positiv 

H jy Ji IS jj 

ist, so muss ^ I sein ; mithin ist D'^B, 
B 

Hieraus ersieht man, daas, wenn in der Reihe Aj B, C\ . . . 
ein Werth vorkommt, der kleiner als der vorhergehende ist, 
der darauf folgende Werth durchaus grösser sein wird; so 
dass, wenn man diese kleineren Werthe bei Seite setzt, die 
Beihe dennoch wachsen wird. 

Uebrigens wird mau stets, wenn man will, diese Unbe- 
quemlichkeit vermeiden können, entweder indem mau alle 
cf, . . . positiv nimmt oder alle von der Einheit abweichen 
läBst, was btet8 moglieli ist. 

D.eselben Ueberleo^nn^en gelten in Betrefif der lieihe 
A^y B^j . . ,j in welcher man analog hat 

» 

B^ 0^ , A^ ■/), ^ J?^ 

woraus Schiasse folgen, Ihnlidi den obigen« 

2* 
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12. Mnliiplioirt man nun kreuzweise die benaehbarten 

ABC 

Wertiiö in der Keilie - - , — , — , . . . , so findet man : 

A ^\ 

BA, — AB, = 1 , ÜB, — BC^ :=^AB,^ BA, , 
DC^ — CD^ = BC, — GB^ f . . 

liierauä foigt^ dass im Allgemeinen 



BA, 


— AB, 


= 1, 


CB^ 


— BC, 




DC, 


— CD, 




ED, 


— DE, 





Diese l'.igenschaft ist sehr bemerkenswerth und giebt Anlass 

zu mclirereu wichtigcu Folgerimgen. 

ABC 

Znnftehst ersieht man, dass die Brüche 77-, . . . 

A, f , 

schon Hilf ihren einfachsten Aiisdrnck reducirt sein müssen ; 
denn wenn z. B. C und C\ einen gemeinschaftlichen Factor 
hätten, so wäre die ganze Zalü CB, — BC, ancli dnrch diesen 
Werth theilbar, was aber nicht angeht wegen CB, — BC^ 
— — 1. Femer: bringt man die vorstehenden Gleichungen 
auf die Form: 

1 



B 


A 


B\ 




0 


B 


0, 


\ 


D 


C 




c, 


E 


D 







1 



1 



80 erkennt man leicht, dass die DiÜtrenzen zwischen be- 

A B G 

nachbarten Brachen der Reihe -7-, -=r, ... immer mehr 
abnehmen, so dass diese lieihe nothwendig convergirt. 
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Nun behaupte ich, dass die Differenz zwiBcfaen zwei auf 
einander folgenden Brfiohen so klein als nnr immer mdgliek 
ist, so dass zwischen diese Brüche kein anderer Bruch fallen 
kann, wenn er nicht einen grösseren Nenner hat als die be*- 
trachteten Brflche. q jj 

Nehmen wir z. B. die beiden Brüche -und—, deren 
1 ^ ^\ 

Differenz » j ist, nnd nehmen wir an, es gäbe einen 

Bruch — , dessen Werth dazwischen läge und in welchem der 

ftt G 

Nenner n kleiner als (7^ oder als sei; da — zwischen 7^ 

und 7^ liegen soll, so muss die Differenz — — welche 

gleich (^^^ 0 nC) ^^^^ gleich ist, kleiner als 

n ti C'j 

1 DG 

• sein, welches die Differenz von j- und 7:7- ist; aber 

jene kann offenbar nicht kleiner sein als wenn also 

n<^D^j so ist sie nothwendig >> , \ ebenso die Diffe- 

m D » > 1 

renz kleiner sein kann als - p-, so mnss sie 

n D^ I )f 

gr?^sser sein als y,-f^ wenn w <C Q > wählend sie kleiner sein 
müsstc. ^t^i 

13, Wir wollen jetzt untersuchen, um wieviel jeder Bruch 
A B 

der Beihe -7-, • . . »loh dem Werthe von a nahem wird. 

Dazu bemerken wir, dass die unter No. 10 gefundenen For- 
meln ergeben: 

_Äb+ 1 



a 



und so fort. 



'1 

Bc + Ä 

Cd + B 
C,d+B,' 

De+C 
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Q 

Will man nun wissen, am wieviel s. B. der Brach — 

G ^* 

sich dem a nähert, so bilde uiau die Differenz von und a; 
nimmt mau liir a den Werth so folgt: 

a — — = — — 



C\ C\d + B^ C\ C^(C\d + B^) C\{C^d + B^]' 

weil B(\ — CB^ = l (No. 12); *la wir nun voraussetzen, dass 
der angenäherte Werth von d sei, sodass d — d <^ i ist 
(No. 3), so folgt, dass d zwischen ö und ö dz 1 liege (wobei 
das obere Zeichen gilt, sobald der angenäherte Werth von d 
kleiner ist, als der wahre Werth d und das untere Zeichen, 
sobald ö'^d)j es wird mithin auch der Werth von C^d-\-B^ 
zwischen 0\d + B^ und C\{ö ±i i] + liegen, d, h. zwischen 

n 

D^ nnd di C^ ; folglich liept die Differenz a — zwisehen 

11 

nnd ^ ir\ hieraus kann man das Maass der 

^i^i ^'MK — ^i) c 
Annäherung des Bruches ^ benrtheiien. 

14. Im Allgemeinen hat man: 



B 



B, B,[B,c-^Ä,y 
_ DJ 1 

u. s. f. 

Nimmt man nun an, die Wtithe von ^, . . . seien 

stets kleiner als die wahren angenommen, so werden dieselben 
immer positiv sein, ebenso wie die Grüsscn />, r, c?, . . . (No. 3); 
folglieh werden auch die Zahlen B^ C. , , . sämmtlich positiv 
sein; daraus folgt, dass die Differenzen zwischen a uud den 
ABC 

Brachen — , abwechselnd positiv nnd negativ, d. h, 

A ^\ ^ 
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d»B diese Brflohe abweehselnd kleiner imd grösser als a sein 
werden. 

Da femer h'^ ^^7i ^><'» (l>yP')> ^ h«* man 

und da 6</S + l; «<)'+ 1» 1, ... so ist anch 

so dass die Fehler, die entstehen, wenn man die Brttehe 
A. B G 

-r-, - , — , ... statt des Werthes a nähme, kleiner wären als 

^ _i_ _L_ 



und grösser als 



1 



• • • 



Warans man erkennt, wie klein diese Fehler sind nnd wie 
rasch sie abnehmen von einem Brache zum anderen. 

A B G 

Aber ea folgt noch weiter; Da die Brttehe 

.4, i^j O, 

abwechselnd kleiner imd grösser sind als a , so wird dieser 
letztere Werth sich stets zwischen irgend zwei auf einander 
folgenden Werthen befinden; nun aber haben wir gesehen 
(No. 12), dass es zwiselien zwei solchen Brüchen unmöglich 
einen Bruch geben krume mit kleinerem Nenner als bei beiden 
Brüchen; daraus la^st sich folgern, dass ein jeder der fraglichen 
Brüche die (iidsse a genauer darstellt, als es sonst irgend ein 
anderer Bruch vermüchte, dessen Kenner kieiuer wäre, als der 

Q 

des folgenden Bruches; d. h. dass der Bruch — z. B. den 

^» m 

Werth von a genauer darstellen wird als irgend ein Bruch , 
in welchem n kleiner wäre als D,. 
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15. Wenn die augenäliertcn Werthe «, Vt - • ^^^^ otler 
theilweise grösser sind die wirkliclien . so wird es niiter 
ihnen nothwendig auch negative geben (üo. 3), und dadurch 
werden auch einig-c der Werthe /?, C, . . . , , , . . . 
negativ, mithin werden die Differenzen zwischen den Brüchen 
A. ß G 

-^-j p-, TT und dem Werth a nicht mehr abwecliselud positiv 

Bein, wie in dem in voriger Nnmmer betraehteien i^alle; so i 
dass diese Brficbe nieht mehr den Vortheil darbieten, Grenz- 
werthe za sein, die abwechselnd Uber und nnter dem Werthe 
von a liegen, ein Yortheil, der mir sehr wichtig zu seiB 
seheint; daher müss man in der Praxis stets Eettenbraehe mit 
durchweg positiven Nennern vorziehen. Und so wollen wir 
fortan nur solche Kettenbrtlche betrachten. 
IG. Untersuchen wir also die Reihe 

A,' (7/ 

in welcher die Brüche abwechsebid grösser und kleiner sind 
als die Grösse a, so kann man offenbar die Reihe theilen in 
folgende: 

A^ E 

o,' E,' 

^ IL E. 

B,' D,' F,' 

die erstere wird aus Brflchen bestehen, die sämmtlich kleiner 
sind als a und die sich sämmtlich dem Werthe von a nähern ; die 
zweite bestellt ans lauter rirüelien, die grösser sind als a und 
die siiiiiiiiUich kleiner werden ge;^eu a hin. Untersuchen wir 
nun diese beiden Reihen, eine jede besonders. In der ersteren 
hat man (No. 10 und 12) 

C A _ y 
C, A^A^C,^ 

E 0 _ ^ 
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und in der sweiten 



B 


D 


6 








D 


F 


t 









Wenn die Zahlen /, d, £, . . . alle gleich l wären, so konnte 
man, wie in No. 12, beweisen, dass es zwischen zwei sich 
folgenden Brüchen der einen oder der anderen Reihe niemals 
einen anderen Bruch gäbe, dessen Nenner kleiner wäre, als 
die dieser beiden Brüche; aber das verhält sich nicht so, 
wenn die Zahlen (5, e, . . . von 1 verschieden sind; denn in 
diesem Falle könnte man zwischen die beiden Brüche ebenso 
viele Brüche einschalten, als es P^inheiten giebt in den Zahlen 
y — 1,(3' — 1,€ — 1,... Zu diesem Zweck braucht man nur 
folgweise in die Werthe von C und 0^ (No. 10) die Zahlen 
1, 2, 3, . . . / an Stelle von y zu setzen; ebenso in den Aus- 
drttcken für D und A die Zahlen 1, 2, 3, . • • ö an Stelle 
Yon u. 8. f. 

17. Angenommen z. B. y sei = 4, so hat man 

m 

nnd man wird zwischen ^ und drei Brtlehe mit Zwischen- 

werthen einschalten können, nämlich: 

B + A 2B + A 3^ + ^ 
B, + A,' 2B,+A,' ^B, + A,' 

Die Nenner dieser Brfiche bilden offenbar eine arithme- 
tisch wachsende Reihe von A^ bis (7,, nnd wir wollen zeigen, 

A G 

dass die Brüche selbst auch beständig znnehmen von - bis — , 

so dass es jetzt nicht mehr möglich ist, in der Reihe 

B-i-A 2B-\- A 31^4- .4 4i?+^ G 
\' B^+A^' 2B^^k^^' 3i?4^^^ Ä 
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irgend einen Brneh eininadtalten, dessen Weith swisohen zwei 
sieh folgende Brüche flUlt nnd deagen Nenner gleichfalls 
zwischen denen der entsprechenden Brüche fällt Denn nimmt 
man die Differenzen zwischen den vorhergehenden Brüchen, so 
hat man, wegen BÄi — ABi ^ i 

B-^ A Ä 1 



2B'^A B+Ä 1 



2B, + A, B,-h A (^4 + A) (2 A + 

3i?-f 2B-{-A___ 1 

dB^Ä^ YB^+~Ä^ ~ (2B, + A,){^B, + A,y 

35+^_ 1 
C, ZB,~+Ä,''[iB,+Ä,)G^' 

A B A- A 
woraus erhellt, daas erstens die Brttohe -p, 



immer wachsen, da ilne Differenzen b*tpt*< positiv sind; (la 
ferner diese Differenzen gleich 1 dividirt durch das Product 
der beiden Nenner sind, so kann man, ähnlich wie in No. 12 
geschehen ist, beweisen, dass unmdglich zwischen zwei sich 

7)1/ 

folgenden Brüchen ein Bruch — gefunden werden kann, so 

dass der Nenner n zwischen jene beiden Nenner fiele, oder 
der kleiner sei als der grössere der beiden Nenner. 

Hierzu kommt, dass, da die fraglichen Brfiehe sttmmtllch 

grösser sind als a und da der Bruch ~ kleiner als a ist, ein 

jeder dieser Brüche sich dem Werth von a nähern wird, so 
dass die Differenz selbst kleiner sein wird als die Differenz 

dieses Bruches und ~; denn es ist 
A B 1 



A, B, A,B,' 
B-^-A B l 



B,+A, B, [B,-^A,)B,' 
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+ A B X 



ZB + A Jl_ _ ± _ _ 

l B, + A, B, ~~ ('3X + ^^^7) 
^ _ ^ _ 1 

Da niin diese Differenzen aneli gleich sind der Einheit 
dividirt dnreh die Prodncte der Nenner, so kann man dieselbe 
Betraohtnng anstellen wie in No. 12, nm zn beweisen, dass 

es keinen Bruch — geben könne, der zwischen die Brttche 

n ■ 

A B-\-A 1B-\-A Bruch flUlt, 



wenn der Nenner n kleiner ist als der des letzteren Bru- 
ches; daraus folgt, dass ein jeder dieser Brüche sich mehr 
dem a nähert, als es irgend ein anderer Bruch kleiner als a 
thut, der einen kleineren Nenner hat, d. h. der mit kleineren 
Ziffern anszndrttcken ist. 

A 

18. Wir haben Torstehend nur die Brttche zwischen — 

und 77 besprochen; es verhält sich aber ebenso mit den Brüchen 

• r ^ 1 ^ • • • 1. ^ ^ ^ 
zwischen und - , sowie wie zwischen „ und — , . . . 

wenn e, . . . Zahlen sind, die grösser als 1 sind. ^ 

Man kann alles Angefitlhrte auch auf die Beihe 

D F ^« 
— , ~r> beziehen, so dass, wenn öj ... grösser 

-^^i B D 

als 1 sind, man zwischen die Brttche -=r- und . , sowie zwi- 

D F ^* ^ * 

sehen yr- und ^« • • verschiedene Brttche einschalten kann,' 

die grösser sind als die aber immer kleiner werden, und 
die so bescliaiVru sind, dasH sie die Grösse a genauer dar- 
stellteu, als es irgend ein Briicli grusser als a vermöchte, der 
mit kleineren Ziffern ausgedrückt wäre. 

Auf diese Weise erhalten wir folgende Keihen von Brüchen, 
die gegen a convergiren. 



i 
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Brücke mit wachsenden Werthen, kleiner als a: 

A -^ + ^ 2^-f_^ 3 // + A 

B,+A,' 2B;+A,' dB,+A,' ' ' ' 

yB'\- A D-\- G _2IHh_a 3 J) -|- C 

yB, C\ » D, + C,' 2I)^~C,' 3I>, + 6;' * * ' 

en+ C F-\-E 

> » 

Brüche mit abnehmenden Werthen, grösser als a. 

A + l 2^+1 3w^4- 1 

1 » 2 ' 3 ' ' ' ' 

dC+B E+ D 

Weun a irrational oder transcendent ist, so setzen sieh 
vorstehende Beihen ins Unendliche fort, da die Keihe der 
Brüche 

A,' • 

die wir fortan Hauptbrüche nennen wollen, zum Unter- 
schiede von den Zwischenbrflchen, selbst ins Unendliche 
fortschreitet (Ko. 10). 

Wenn aber a rational ist und gleich irgend einem Bruche 

V 

-=r , SO haben wir an der angeführten Stelle gesehen, dass die 

Reihe abschliesst, nnd dass der letzte Werth der Beihe der 
V 

Bruch-=* selbst sein wird; folglich wird dieser selbe Bruch 

auch eine der beiden vorstehenden Reihen abschliessen, aber 
die andere lieihe kouuie öich immer noch ins Unendliche fort- 
beizen. 
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Eb sei in der That d der letzte Nenner des Eettenbmclies; 

alsdann wird ^ der letzte Hauptbruoh sein nud die Reihe 

D 

der Brüche, die grosser sind als a, wird mit diesem jr- ab- 

schliessen; aber die andere Reihe von Brftehen, kleiner als 

C D 
wird bei dem Werthe 7^, der dem -=-- vorangeht, abgebro- 

chen; um 8ie fortzusetzen ist zu tiberleereii, dass der Nenner 

der auf d folgen sollte, gleich uneudiich seiu wild (i^o. 3); 

E D 
so dass^-, welches dem ■=:- in der Reihe der HauptbrQche 

folgen würde, gleich 

00 L> + 6' D 



wäre; nach dem Oesetz der Zwischenbrttche könnte man also 

C E 

offenbar zwischen und eine unendliche Menge von 
Zwischenbrttchen einschalten, nämlich 

T)+G 2D+C 3Z)4-C 



Q 

In diesem Falle kann man also nach dem Bruche 77- in 

der ersten Reihe von Brüchen noch unendlich viele Brttehe 

einschalten. 

Aufgabe. 

19. Es sei mi Bruch gegeben mit eine?' grossen Anzahl von 
Ziffern; es sollen alle J^rüche in l^lrincren Ziffern angegeben werden^ 
die dem }rirklirhen Wertlie so nahe iirgcn, dass es nicht mögliek ist^ 
eine grossere Annäherung zu erzielen ahm Anivendimg grösserer 
Ziffern. Auf Qrund der vorsieimide/n Tlmrie ist dieses H-oblem 
leicht zu lösen. 

Man wird zunächst den gegel)enen Bruch in einen Ketten- 
bruch verwandeln nach der in No. 4 gegebenen Methode, in- 
dem man alle Werthe nimmt, die kleiner als der gegebene 
sind, damit die Zahlen . . , alle positiv seien; alsdann 
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bilde man mit Hlllfe der Formeln in Ko. 10 die Brache 

^ S C 

T") D~? TT) • - •) äsam wird der letzte derselben nothwendig 

A ^\ 

gleich dem gegebenen Bruche sein, da in diesem Falle der 
Kettenbruch endlich ist. Diese Bruchwcrthe werden abwech- 
selnd kleiner und grosser sein, als der gegebene Brnch nnd 
werden fulgweise immer grössere Ziflern enthalten; zndem wird 
ein jeder dieser Brüche sich mehr dem gegebenen Werthe 
nähern, als es irgend ein anderer Brnch in einfacheren Ziffern 
thätc. Anf diese Weise wtlrde man alle Brüche erschöpfen; 
die in kleineren Werthen der Zifieru möglich wären. 

Will man die kleinereu Näherungswerthe nnd ebenso 
die gi'össeren für sich betrachten, so wird man zwischen 
die vorhergehenden Brüche so viel Zwischenwerthe als mög- 
lich einschalten, und man wird zwei Keihen convergenter 
Brüche bilden , deren eine nur kleinere , die andere nur 
grossere Werthe als der vorgelegte Bruch enthält (No. 16, 17 
und 18) ; eine jede dieser Reihen wird . für sich dieselben 

Eigenschaften haben wie die Hauptbrttche ^i • * '\ 

-4, ( , 

denn in jeder Beihe werden die Brfiche in immer grösseren 
Ziffern sich folgen nnd in beiden findet eine fortwährende 
AnnSbemng an den gegebenen Bmck statt nnd zwar besser, 
als es irgend ein anderer Bmck tiiftte in noch einfacheren 

Ziffern. 

Uebrigens kann es vorkommen, dass sich ein Zwischeubrucli 
der einen Reihe, obwohl in üiinder einfachen Zitfern ausge- 
drückt, dem wahren Werthe weniger nähert, als einer der 
anderen Reihe; darum wird man die Zwischenbrüche nur dann 
anwenden, wenn die gesuchten Brüche alle kleiner oder alle 
grösser sein solleD| als der gegebene Bruch. 



I. Beispiel. 

20. Nach La CaUle hat das Sonnenjahr 365' 5^' 48"^ 49', 
nnd es ist mithin 5^ 48"' 49^^ länger als das gemeine Jahr; 
wäre diese DiÜ'crciiz ^cnMii grleich (3 Stunden, so ergäben diese 
einen Schalttag am Ende von vier gemeinen Jahren; will 
man aber wissen, nach wie viel gemeinen Jahren diese Diffe- 
renz genau eine gewisse Anzahl von Tagen ausmacht, so 
mnss man das Verhältnis^ von 24 Stunden zu 5^ 48™ 49® 
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bestimmeii, und man findet 



86400 



; so das8 man sagen kann, 



20929 

dass nach 86 400 gemeinen Jahren man 20 929 Tage ein- 
sdialten mflsste, um sie in tropische Jabre zu verwandeln. 

Da der Brncb f^^r^ dnreh sehr grosse Zifiein ansgedrttckt 

ist, so soll man in kleineren Ziffern Verhältnisse darstellen, 
die sich so viel als möglich jenem nähern. 

Man wird also in einen Kettenbruch entwickeln 

nach der in No. 4 gegebenen Kegel ^ die fibereinstimmt mit 
der Regel, den grOssten gemeinsamen Theiler zweier Zahlen 
zn finden: man erhält 



20929 



86400 
83716 

2684 



4==« 

20929 
18788 

2141 



2684 
2141 

543 



2141 
1629 

512 



543 
512 

31 



1 = 


e 








512 
496 


16 


* 




16 


31 
16 


1 = 








l5 


16 

15 


1 = 








1 


15 
15 


15 



Da man nun alle Quotienten er, * - 
es leicht, die Reihe — , — , . . .| 2u bilden: 



0. 

kennt, so ist 



4, 7, 1, 3, 

4 29 33 12s 



1, 

tGl 



16, 

2704 



1, 1, 15, 



7 

2S65 



5569 96400 



8 
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98 ' 6» 



«94 ' im ' 200» * 
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und man erkennt, dass der letzte Braeh gleich dem gegebe- 
nen ist. 

Um das Einrichten dieser Brüche m vereinfachen, schreibt 
man zuerst, wie ich es vorstehend gethan habe, die Bei he 
der Qnotlenten 4, 7, 1, ... , und schreibt unter diese Coeffi- 
cienten die Brüche y, . . ., die sich ergeben. 

Der erste Bruch wird immer als Zähler diejenige Zahl 
haben, die als erster Quotient auftritt und als Nenner die Einheit. 

Der zweite hat als Zähler das Product aus dem ersten in 
den zweiten Quotienten und der Einheit, und als Nenner den 
zweiten Quotienten selbst. 

Der dritte hat als Zähler das Product des dritten Quo- 
tienten mit dem Zähler des zweiten Bruches, vermehrt um den 
Zähler des ersten Bruches, und als Nenner das Product des 
dritten Quotienten mit dem Nenner des zweiten Bruches, ver- 
mehrt um den Nenner des ersten Bruches. 

Im Allgemeinen wird jeder Bruch als Zähler das Product 
aus dem entsprechenden Quotienten mit dem Nenner des vor- 
hergehenden NiiherungsbriK lies, vermehrt um den Zähler des 
nächst vorhergehenden Näherungsbruches haben, und als Nenner 
das Pioflnct dieses selben Quotienten mit dem vorhergehenden 
Nenner, vermehrt um den Nenner des diesem vorhergehenden 
Bruches. Also kommt: 

29 = 7.4 + 1, 7 = 7, 33= 1.29 + 4, 8 = 1.7 + 1, 
128 = 3.33 + 29, 31 = 3.8 + 7, 

tt. s. f. ; und dieses stimmt mit den Formeln in No. 10 überein. 

Man ersieht jetzt aus den Brilchen * , V' • • - ^ ^''^^^ 
die einfachste Schaltung diejenige von einem Jahre nach vier 
Jahren ist, und diese ist die Grundlage des Julianischen Kalen- 
ders ; aber man würde sich der Wahrheit mehr nähern, wenn 
man 7 Tage nach 29 Jahren einschaltete oder 8 Tage in 

33 Jahren u. s. f. 

Ferner bemerkt man, dass, da die Brüche ^, ^, V, ab- 
wechselnd kleiner und grösser sind als der gegebene Bruch 

24 >» 

MiiS oder ^ , die Einschaltung von einem Tage 

auf vier Jahre zu stark ist, die von 7 Tagen auf 29 Jahre 

zu ^triiig, die von S Tagen auf 33 Jahre zu stark, u. 8. f.; 
aber eine jede folgende Schaltung ist die genaueste für den 
entsprechenden Zeitraum. 
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Bildet man niin zwei besondere Reihen der aufsteigenden 
nnd der absteigenden Werthe, so kann man noch verschiedene 
Brilche znr Vervollständigung der Reihen einschalten; man 
wird ebenso wie vorhin verfahren, indem man nnr folgweise 
an Stelle eines jeden der Quotienten alle ganzen Zahlen 
nimmt, die kleiner als dieser Quotient sind (falls es welche 
giebt). 

Betraclitet mau zuerst die Reihe zunehmender Biiichwerthe 

I, 1, 1, 15, 

4 33 ^ ms 86400 
1 ' » ' 3» ' 604 ' 7im»* 

80 erkennt man, dass, da die Quotienten beim zweiten, dritten 
und vierten gleich 1 sind, sich kein Bruch einschalten lässt; 
da aber der letzte Quotient gleicb 15 ist, so wird man 14 
Brflcbe einschalten können, deren Zähler die ariäimetisehe 
Reihe bilden werden: 

2865 + 5569} 2865 + 2 . 5569, 2865 + 3 • 5569, . . . , 

und deren Nenner atuch eine solche bilden 

694+ 1349, 694 + 2.1349, 694 + 3.1349,... 

Hicidorcb erhält man die vollständige Reihe wachsender 
Brüche 

i. H M HS 14<H» 19572 25141 80710 36279 41848 . 

1 ' 8 * 39 ' 604 ' 2043 ' 3302 * 4741 ' «ÜOO ' 7430 ' 8788 ' 10137 

47417 529S6 5S555 64124 69693 75262 80831 86400 
11486' 12835' 141«f4' 15533* 16882* 1!»231 ' 19580* 20929* 

Da der letzte Bruch zugleich der gegebene ist, so kann 
diese Reihe offenbar nicht weiter fortgesetzt werden. 

Hieraus ersieht man, dass, wenn man nur fiberschflssige 
Schaltungen machen will, die einfachsten und genauesten 
die von einem Tage auf 4 Jahre und von 8 Tagen auf 
33 Jahre, oder von 39 Tagen auf 161 Jahre sein werden 
und so fort. 

Betrachten wir nun die abnehmende Reihe 

7, 3,. 16, .1 

29 m 2704 5569 
7 ' 31 ' 655 ' tsiÖ ' 

Ostwvld's XlMBiker. 103. 3 
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so kann man wegen des ersten Quotienten 7 sechs andere 
Brüche vorher einschalten , deren Zähler die arithmetische 
Reihe 4+1, 2.4 + 1^ 3.44-1,..., bilden nnd deren 
Nenner die Reihe 1, 2, 3, ... geben; ebenso wird wegen 
des Quotienten 3 die Kinschaltnng zweier Brftcfae, dann weiter- 
hin 15, wegen des Quotienten 16; aber nach diesem kann, 
weil der Quotient 1 folgt, keine Schaltung statthaben. . 

Man bemerke ferner, dass, da die Yorstehende Reihe nicht 
mit dem gegebenen Bruche abschliesst, man sie noch beliebig 
weit fortsetzen kann, - wie das in No. 1 8 erläutert wurde. Man 
erhalt auf diese Weise folgende Reihe von abnehmenden 
Brüchen : 

A n 13 17 21 25 29 62 1>5 128 2S9 450 611 772 93:5 
1 » 2 ' "3 ' & * e ' 7 * 16 ' 23 ' 31 * 70 * iW* 148 ' 187 ' TM* 

1094 1^ UM 1577 1738 IKSI ^60 ^21 2m tt^ 5S<^ 
266 ' 304 ' 343 ' 363 ' "iST ' 400 ' 499 ' 638 ' 677 ' «16 ^ «56 ' 1349 ' 

9t9«9 1788«9 2«4769 351199 4875«9 

22278 * 43207 * «413« ' $5««5 * 105904 * " '* 

diese sind alle kleiner als der gegebene Bruch und sie nähern 
sich demselben mehr als jeder andere Bruch mit einfacheren 
Ziffern. 

Man kann daraus entnehmen, dass, wenn man nur auf 
diejenigen Schaltweisen Rücksicht nimmt, bei denen die Schal- 
tung zu klein ist, der einfachste und genaueste Fall der von 
einem Schalttage auf fttnf Jahre wäre oder von zwei Tagen 
auf neun Jahre oder von drei Tagen auf dreizehn Jahre u. s. f. 

Beim gregorianischen Kalender schaltet man bloss 97 Tage 
ein iq 4 00 Jahren; die vorstehende Tabelle zeigt, dass man 
viel grCtsscre ( leiuiiiigkcit erreichte durch Einschaltung von 
109 Tagen in 450 Jahren. 

Es ist bemerkenswerth , dass man bei Einführung des 
greo^orianischen Kalenders der Berechnung der Jahreslänge eine 
Ans£ahe von Co}KM'Mi<'iis zu (Jninde legte, nämlich .'^(35 ^ 5^ 
40"' 40". Auf (iniiul dieser Aii2:.-il)c liätte man niciit den 
Bruch lü j^j^, soiidn ii oder y ^ liiernach ergäben sich 

Tin« Ii der vorigen Methode die Quotienten 4, 8, 5, 3, und 
daher die Hauptbrüche 

4, 8, 5, 3, 

_4 • 33 J09 540 
* I * ^ ' 41 ' lai ' 
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welche, abgesehen von den beiden ersten, zipinliph Pt;irk ab- 
weichen von den vorhin gefundenen. Dennoch trift't man hier 
auf keinen Bruch ^lyP, der dem gre^^rovinniseliefi Ivaiender zu 
Grunde ließet; und selbst initer den Einsehaltuntjen in den 
beiden Reihen: -}-, und ^j^^, ^-j^ kann er nicht vorkom- 
men; denn die Einschaltung könnte offenbar nur zwischen 
den beiden letzteren Werthen statthaben ; da nun der Quotient 
gleich 3 ist) so könnten sich nur zwei Schaltungen ergeben, 
n&mlieh W Vo^ j naan * sieht alBo, dass man eine 

genauere Schaltang bei der gregorianischen Reformation ge* 
troffen hätte, wenn man 90 Tage in 371 Jahren vorgeschrieben 
hätte. . ; 

Redncirt man den Brach ^ anf einen Zähler gleich 
8$ 400, 80 käme IJ-jf ^, entsprechend einem tropischen Jahre 
von 365^ 5^ 49^ ^2^ Bei solcher Jahreslänge wäre die gre- 
gorianische Schaltung vollkommen genan; da aber das Jahr 
nach den Beobachtangen nm ^0 Secnnden kürzer ist, wird 
man offenbar nach einer gewissen Zeit eine neue Schaltung 
Yomehmen mtlssen. 

Will man an La Onäe^s Bestimmung festhalten, so erkennt 
man, dass, da der Nenner 97 des Bruches *q^<jP sich zwischen 
den Nennern des fünften und sechsten Hauptbriichea befindet, 
der Bruch sich mehr der Wahrheit näherte als \/U' 

da übrigens die Astronomen noch verschiedener Meinung sind 
in Hinsicht auf die Jahreslänge, so wollen \\ ir keine weitere 
Ansicht äussern; aneh wollten wir vorstehend nur nachweisen, 
welchen Vortlicll man vom Gebraurli der Kettenbrüche ziehen 
kann; deshalb fügen wir noch ein Beispiel hinzu. 



II. Beispiel. 

21. Wir haben schon in No. 8 den Kettenbrach gegeben, 
der das Verhältniss des Kreisumfanges zum Durchmesser aus- 
drttckt, sofern die Angabe von Luddpk zu Grunde gelegt wird; 
man braucht also nur gerade so wie im vorigen Beispiele die 
Reihe der gegen diese Grenze convergirenden Brüche zu be- 
rechnen und erhält: ' 

• 

3, 7, 15, 1, 292, .1, 1, 1, 2, 1, 

3 22 ^ 356 1039U3 imiH 2<tsail ai2(>8» 83371» 11 46408 
T' 7' 106* m' 33102 3321«' W5317 ' wm * 2653S1 ' mm ^ 

3* 
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3, I, 14, 2, 1, 1, 2, 

4272M3 Sfl''^! Snin<;57 1657070C5 245850922 411f)570S7 lOfi^^OftGSOC. 
1360130* 1725033' 2551 0582 ' 52740197 ' 7^6779 ' 13100297<j ' 340262731 ' 

2, 2, 2, 1, 84, 2, 

2549491779 6167950154 14vs5: t«)2687 21053343141 178336t»216ri31 35Si786776203 
S11528438 ' 19ü3319(i07' 473blü<652 ' 67ül4b7259 ' 567663007408 ' U420276b20;5 ' 

1, 1, 15, 3, 13, 

5371151992734 895S03776S937 139755218526789 428224593349304 5706674932067741 
1709690779483' 26»17181ttl558' 44483467702853 ' 136308121570117* 1816491048114374* 

1, 4, 2, 6, 

6131S'.)9525417045 302ir>27:^():?:i735ir21 66627445592888887 430010946591 06<<24 3 
m279916U684491 ' «627687726852338 * 21208174623389167 * 130876735467187340 ' 

6, 1, 

2646693125139304345 307670407 1730373588 
842468587426513207 ' 979345322893700547 * 

Diese Brfielie sind abwechselnd kleiner und grösser als 
der wahre Werth des Verhältnisses, d. h. -f- ist kleiner, 
y grosser n. s. f., imd jeder dieser Brüehe nähert sieh dem 
wahren Werthe hesser, als es irgend ein anderer Bnieh mit 
kleineren Ziffern ihut, oder allgemeiner, der einen kleineren 
Nenner hat als der folgende Brueh; so dass man versiehem 
kann, der Brueh f komme der Wahrheit näher als irgend ein 
Brach mit einem Nenner kleiner als 7; ebenso nähert sieh 
^ besser der Wahrheit als irgend ein Bruch mit einem Nenner 
kleiner als IOC; ähnlich steht es mit den anderen Werthen. 

Der Fehler eines jeden Haiiptbruches wird stets kl» iiier 
sein als die Einheit, dividirt durch das Product des Koimei?* 
dieses liriichea mit dem Nenner des folgenden. So ist der 
Fehler von y kleiner als der von ^jf kleiner als y'ttttt 
n. s. f., aber zugleich wird der Fehler eines jeden Bruches 
grösser sein als die Einheit, dividirt durch das Product dieses 
Nenners mit der Summe dieses und des folgenden Nenners; 
so dass der Fehler des Bruches ^ grösser ist als ^, der von 
y grösser als y-^^Ys ^- ^- ^- - - - (^^- ^^)* 

Wollte man nun die kleineren Näheruugswerthe von den 
grösseren trennen, so könnte man, durch passende Einschal- 
tung, zwei Beihen von Brachen, eine znr und eine abnehmende, 
N||den und erhielte auf diese Weise: 
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Brüche kleiner als ic, 

2 25 47 69 91 113 135 157 179 201 223 245 2G7 289 311 
1 » 8 » 15 * 22 » 2» ' 3» * 43 ' fiO * öl ' W * 71 ' 7» * » ' »2 * W * 

■ 

3^ 688 1043 Vm 17M 210S 2463 

lOü* 21tf ' 332 ' 445 ' 659 ' 671 ' 784 ' * " 

Bruche grosser als 7t, 

_4 7^ 10 13 in lU 22 355 10434S 3126S9 1146408 5419351 
1 * 2 * 3 ' 4 ' 6 ' 6 * 7 ' 113 ' 33215 ' ^MbSl ' 364913 ' 1725033 * 

>2lis l(ij7070f;5 ■niö57!)s7 1 Is0r)2js83 
27235616 ' 52746197 * 13100297« ^ 4712116707 ' ' ' ' 

Jeder Bnich der ersten Reilie uilhei-t 8ich besser dem 
wahren Werthe, als es ir^^end ein Bruch mit kleineren Ziffern 
thut, der zugleich unter dem vorgesetzten Werthe bleibt; und 
jeder Bruch der zweiten Reihe nähert sich mehr, als es irgend 
ein anderer Bruch mit kleinerem Nenner thnt, dessen Werth 
grösser ist als der wahre. 

üebrigens würden diese Reihen sehr umfangreich werden, 
wenn wir sie so weit entwickeln wollten, wie vorstehende 
Hanptbrüche es ermdgUchten. Die dieser Abhandlung ge- 
steckten Grenzen gestatten nns nicht dieselben hier wiedei^ 
zngeben ; man findet sie aber im IX. Kapitel der Alg^a von 
WalHa (Openm ma^umat, vol. II). 



Bemerkung. 

22. Die erste LOsnog dieses Problems bat Wallis gegeben 
in einer kleinen Abhandlung, die er den postbumen Werken 

von Horrocius hinzugefügt h:it; man findet sie an dem ange- 
führten Orte in Heiner Alg;ebra; aber die Methode dieses 
Autors ist eine iudirecte und sehr schwerfallige. Die von uns 
vorgetragene stammt von Huyghem^ und man muss sie für eine 
der Haupteutdeckungen dieses grossen üeometers halten. Es 
scheint, als habe die Construetion seines planetarisehen Auto- 
maten den Anlass gegeben. In der That, wollte mau genau die 
Bewegungen und die Perioden der Planeteu ausdrücken, so 
mflsste man Räder anwenden, bei denen die Zahlen der Zähne 
genau in demselben Yerhältuiss stehen wie die fraglichen 
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Perioden; da man aber nicht die Anzahl der Zähne Uber ein ge- 
wisses Maass hinaus vermehren kann, welches von der Grösse 
des Bades abhfingt, und da ^e Perioden der Planeten |n- 
commensnrabel sind oder wenigsteus genan nur durch eine 

grosse Anzahl von Ziffern wiedergegeben werden können, so mnss 

man sich zu einer Aiinälienmg entschliessen und die Schwierig- 
keit besteht (hiriii, Ycihältiüsse in kleineren Ziffern anzugeben, 
die sich müglichbt der Wulirheit nähern und zwar besser, aU 
es irgend ein Bruch mit klciueru Ziffern thäte. 

HnynJiPHs löst diese Aufgabe, wie wir, dureh Kettenbrflche; 
er leint dieselben dureh fortt^esetzte Division bilden und deckt 
dauu die llaupteigeusiehaftcu der convergireuden Brüche auf, 
ja sogar mit Beachtung der Zwisehenbrüche. (Vergl. seiue 
Opera posthuma, die Abhandlung; Descriptio automati pla- 
netaiiij. 

Andere grosse Geometer haben nachher die Kettenbrüche 
allgemeiner behandelt. Man findet namentlich in den Peters- 
burger Commentarien (Bd, IX u. XI der älteren und Bd. IX u. XI 
der neueren) Abhandlungen von Kuler über diesen Gegenstand, 
die sehr gelehrt und geistreich sind; aber die arithmetische Seite 
der Theorie, die besonders interessant ist, hat noch nicht die 
verdiente Beachtung gefunden: das war der Aulass zu dieser 
kleinen Abhandlung, die die Geometer mit jener Theorie ver- 
traut machen sollte. (Veiigl. auch Berliner Abhandlungen von 
1767 und 1768*). 

Es findet übrigens diese Theorie eine umfangreiche An- 
wendung in der gesammten Arithmetik, und wenig Probleme 
dieses Gebietes, wenigstens unter denen, die mit gewöhnlichen 
Methoden nicht gelöst werden können, giebt es, die nicht 
. ' direct oder indirect mit ihr zusammenhängen. Joiumn BemauUi 
hat soeben eine glückliche und nützliche Anwendung gemacht 
in einem neuen Calcul, den er sich ersann zur Ausrechnung 
der Proportionaltheile bei Tabellen. (Yergl. Band I seines 
Recueil pour les Astronomes). 



•) (Envres de lAiyrunye^ t. II, p. 538 und 581. 
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g II. Methoden siir Bestimmung der gansen Zalilen, die Minima 
der unbestimmten Formen mit 8wei Unbekannten ergeben. 

Die Fragen, mit deueu wir uns jetzt beschäftigen und für 
welche wir 'directe und allgemeine Methoden gebeu wollen, 
siud völlig neu in der unbestimmten Anulysis. ^Itm hatte 
"bisher diese Analyse nicht auf die Pi »! I nic der Maxima und 
Minima bezogen; wir wollen hier die Minima der ganzen 
homogenen rationalen Brüche mit zwei Unbekannten bestimmen, 
wenn diese Unbekannten ganze Zahlen sein sollen. Diese 
ÜBtersuchnng wird uns wieder auf die Theorie der Ketten- 
brttche führen , und wird dazu dienen, dieser Theorie einen 
höheren Grad von Vollkommenheit zu geben. 

I. Aufgabe. 

r 

23. M sei eine positive Orösse a ge^dfeuj y und % smn 
ganxe posiHve Zahlen, die reiaHv xu einander prim sind; man 
verkmfft die Werlke dieser Zahlen , die den Ausdruck y — ax, 
abgesdien vom Zeidien^ x^u einem Mininmm maehen im Vergleich 
mit allen kleineren Zahlen, die man sonst nodi für y und % 
setxen könnte. 

Es seien p und q zwei gauze relativ prime Zahlen, die, 
für y und z eingesetzt, die Form y — -az kleiner ausfallen 
lassen, als wenn man irgend andere kleinere Zahlen als p 
und q einsetzte. Nennt man also r und s irgend zwei posi- 
tive relativ prime Zahlen, die aber kleiner sind als p und 7, 
so soll, abgesehen vom Vorzeichen, p — aq kleiner sein als 
r — as, d.h. beide Grössen positiv genommen. Wählen wir 
r und s ao, dass ;>.s* — qr= zt l ist, wobei das obere Zeichen 
für p — aq positiv und das untere für 7? — nq ne;<ativ gilt. 
(Wir werden bald sehen, dass es stets Zalileu giebt, die 
dieser Beding:un,ii: gentigen.) Ich werde nun beweisen, dass die 
anderen Zalileu, kleiner als p und r/, die man für // und 
einsetzen könnte, den Ausdruck // — a t , abgesehen vom Zei- 
chen grösser als p — aq und als r — as werden lasseu. 

lu der That kann mau allgemein auuehmeu, daää 

y ^pt -}- TU, z ^ qt SU 

sei, wo t und u zwei Unbekannte sind; dnreh Auflösung diese? 
Gleichiingen erhält nuin aber 
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p$ — qr' qr — jjä 
folglich^ weil ps — = =b 1 , 

woraus eihellt, ilass t und u stets ganze Zahleu s»em werden, 
da j>, fj. r. // und t es sind. 

mm i und g-auze, und ;>. q, / , ^anze positive Zahlen 
>ind. >(» i>t CS klar, da^s, w enn // und ; kleiner sein sollen, 
als p und </, ^ und « verschiedene Zeichen haben mfisseu. 

Bemerken wir nun, dass auch r — as ein anderes Zeichen 
haben wird, als p — aq\ denu es sei p — aq = F und 
r — as^Rj 80 wird 

p , P r , Ä 
g g ' « 9 

p r 1 

aber die Beziehung ps — or ä dz l giebt s= =fc - ; 

folglich ist 

P R .1 



9 ^ qa^ 

und da das Doppclzeichen conform mit dem von p — aq oder 

P R 

P vorausgesetzt wird, so muss - — — positiv sein, wenn P 

positiv ist, und negativ, wenn r negativ ist; da nun s <^q und 

R P 

J?> P (Voraussetzung), so ist um so mehr > — , abgesehen 

r R , . * ^ 

vom Zeichen ; also hat immer ein anderes Zeichen als 

R ^ . . 

— , d. h. als Rj da ä positiv ist; uülliin Laben 1' und R ver- 

9 

sehiedene Zeichen. 

Dieses vorausgeschickt erhält man durch Einsetxung von 
y und in obige Werthe, 

y — az= fj» — ö^) < 4- {»• — a«) « = P/ + Ru] 

da aber t und u ebenso wie P und 7? verschiedene Zeichen 
haben, so sind Pt und Ru von gleichem Zeichen: da femer 
t und u ganze Zahlen sind, so wird offenbar der Werth von 
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y — aX' ötets grösser sein als P uud ala ii, d. h. als die 
Werthe von — aq und von r — as^ abgesehen vom Zeichen. 

Es bleibt aber noch übrig', zu untersuchen, cb man, wenn p 
und q gegeben sind, immer Zahlen r und üiiden könne, die 
kleiner sind als jene, und zwar solche, die ps — qr = ± 1 
ergeben bei beb'ebiger Annahme des DoppelzeichenB ; dies folgt 
ti\)VY aus der Tlicorie der Ketteubrüche; man kann es aber 
auch direct utkI iinabhäiiLncr vnu dieser Theorie beweisen. 
Die Schwierigkeit besteht darin zu zeigen, dass es eine ganze 
positive Zahl giebt kleiner als die für r eingesetzt den 
Ausdruck zb 1 durch p theilbar erscheinen lässt; angenom- 
men man setze folgweise fflr r die Reihe der natürlichen 
Zahlen ein 1, 2, 3, . . . bis p imd man theile q ±: 1, 2q ±i 1, 
39=bly...,j9g±l durch so erliält man p Reste kleiner 
als Pj die sftmmtlicli von einander verschieden sein werden; 
denn wenn z. B. mq d= 1 und db 1 (wo m und n ver- 
schiedene ganze Zahlen bedeuten, die nicht grösser als p sind) 
durck p getiieilt denselben Best gäbe, so mttsste auch ihre 
Differenz [m — n) q durch p theilbar sein; allein das kann 
nickt sein, weil q relativ prim gegen p und m — n kleiner ist 
als p. Da nun alle Beste ganze positive Zahlen kleiner 
als p sind, und sämmtlich von einander verschieden, und 
da es J9 Beste giebt, so muss offenbar die Null unter diesen 
Besten vorkommen und mithin muss dne der Zahlen 9 =b 1, 
2g ib 1, ^qzkz \^ . . pq i durch p theilbar sein; nun 
kann das offenbar nicht die letzte dieser Zahlen sein, folglich 
giebt es sicher einen Werth von r kleiner als 7;, der rq dr \ 
durch p theilbar nuu liL; der Quotient wird zugleich offenbar 
kleiner als q sein; also wird es stets einen ganzen positiven 
Werth von r kleiner als p geben und einen anderen Werth 
von s kleiner als q^ die den Gleichungen genügen: 

8 == , oder ps — gr = d= 1. 

p ^ a 

24. Man ersieht aus Vorstellendem, dass unter den Zahlen, 
die kleiner sind als p und 7, die Zahlen r und s die Form 
y — ax zum Minimum machen. 

Zur Vereinfachung wollen wir die Zahlen r und 5 mit und 
q^ bezeichnen, dann hat man die Bedingong pqi — qp^ = =h 1 , 
und die Grössen p — aq^ p^ — aq^ werden die zwei sich 
folgenden Minima in der Belke der Werthe für y — ax sein, 
die man erb&lt, wenn man für y und » alle Zahlen nimmt, 



* 

Digitized by Google 



42 



J.' L. Lagraingd. 



die nicht und q übertreffen : diese Minima werden yerscbie- 
dene Zeichen haben nnd das ssweite wird unmittelbar das erste 

übertreffen. 

Man kann ebenso zwei andere Zahlen und finden, 

die kleiner als und sind, nnd die zu diesen dieselbe 
Beziehung haben, wie 7;, und zu p nnd q. Da nun — aq^ 
entgegengesetztes Zeichen hat, wie p — aq^ so muss man 
V\ % — ^\Vi = ilr l machen; die Grösse j;, — oq^ wird ent- 
gegengesetztes Zeichen haben, wie 2\ — a q^ und wird grösser 
sein; aber zugleich wird sie kleiner als jeder andere Werth 
von y — ax sein, so lauge // nnd % kleiner t^ind als p^ und q^. 
Setzt man dieselbe Ueberlegung fort, so wird mau auch Zahlen 
p^^ q^^ kleiner als q^ finden, so dass , 



tlie zugleich dem Werth p.^ — aq^ entgegengesetztes Zeichen 
ertheilen, wie — aq^ und grösser als^?, — ^^it kleiner, 
als wenn man ' fttr p^, und q^ andere Werthe kleiner als 
und q^ nähme, 11. s. f. 

Auf diese Weise erhält man zwei Reihen von abnehmen- 
den ganzen Zahlen, p, p,, p^, Pi - q^ q,, q^, q„ . . so dass 



die folgweise die Minima 

p — aq, p^ — aq^^ p^-^ aq^, p^ — aq^,., 

für die Form y — a% ergeben; diese Minima werden ab- 
wechselnd von verschiedenen Zeichen sein und eine zunelimende 
Reihe bilden, so wie jeder Ausdruck von der Form p — aq 
ein Minimum sein wird in Hinsicht auf die Werthe von y 
und %^ kleiner als p nnd q. 

Hieraus folgt, daas die correspondirenden Werthe der zwei 
Iieihen p, 7?, , p^ , . . ., (/, q^^ q^j . . ., analoge Eigenschaften 
haben und das ganze vorgelegte Problem lösen. 

Es handelt sich aläo nur noch darum, die beiden Heiben 
zu bilden. 

Dazu bemerke man: 1. dass man durch Addition der Ule^^ 
chungen 



W^3 = — 
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erhält : 

^p—Pt)9^—{q-'q%)p^^o, also 1»,) ==i>ife — g»); 

und da diese Gleichimg in ganzen Zahlen bestehen muss, und 
da p^ und relativ prim sind wegen pq^ — qp^ = di I, so 
ist p — p^ durch j;^ theilbar; es sei ^ der Quotient dieser 
Division, so wird 

P—Pt'^my p=fip^+p^; 
die Gleichung geht daher ttber in 

f*9i=9—^hj woraus q = fiqi+qr 
Durch Verbindung der Gleichungen 

Pi9% — 9iPt — ^ 1 > Pt^i — 9tP$ — ^ 1 
findet man auf Grund ähnlicher Ueberiegimgen : 

Pi = fUPi +Piy ^1 = f^i + 2s > 

wo (.1 ciuc ^aiize Zahl ist, ii. 8. f. 

Das Gesetz der beiden Reihen ist also das folgende: 

Pt^ ^^tPi+Px, Qi = f^iQ^ + ^Ay 

Pi = f^iP%+Pn 9i=t*i9i + Qi7 

? ) 

wo ju, fiff ft^, . . . sftmmtUch positiv sind, und die Zahlen 

J'f P%i P\i P^i • • •? 7> ?i» 9t) • • -f ^^^^ continuiriioh ab- 
nehmende Keihen bilden. 

Aus diesem Gesetz erkennt man, dass es genügen wird, 
die Zahlen ^, /i,, ... zu kennen, um alle Werthe der 
beiden Reihen zu finden, sobald man nur die beiden letzten 
Glieder kennt 

Die Binsetsung vorstehender Werthe ergiebt: 
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p 


— üq 


= (P* 




— ag,, 


Pi 




= A'i iPt 




— a^,, 


p* 


— aq^ 


= A*« {Pi 


— 0^3) +i^4 


— ö«4> 




— a^, 


= (^4 







woraus : 

_ p — a q _^ «7, — ^ 
^ jy, — gg, . gg4""J^4 



Wir haben oben gesehen, dass die Grössen p — aq^ 
Pi — ''^^i } Pt — ^^Qv • • • Reihe von Werthen geben, die 
stets anwaehsen und die abwechselnd positiv nnd negativ sind; 

daraus folgt, dass die Brüche , ^ , ^^^ ^1 . . . 

Pi—aq^p^ — aq^ p^ — aq^' 

alle negativ und kleiuer als 1 sind, während im Gegentheil 
die Brüche ^IlHIi ""'h—p» .^^ ^ 

Mnd. Da nnn die ersteren zwischen 0 und — 1 liegen, so kann 
man diese Grensswerthe an ihrer Statt einsetzen, woraus sich 
ergiebt: 

Px — «7i Pk—^^Ix ' 

^aq.-p.^aj^Pj,_^ 
p^ — aq^ Pt — aq^ 



Offenbar genügen diese Grenzen, 11m die /t-Werthe zu be- 
stimmen, da man weiss, dass sie sämmtlich ganze Zahlen sdn 
müssen. Es wird nunmehr die Bestimmung von nur von 
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den vier Wertheu von , y?,, , 7 ,, (!ie von |it^ nur von 
P11 Pay 7i» ^3» abhängen n. s. f.; kennt man also die Weilhe 
von nnd (/, , so findet man zunächst /<, dann erhält 

man ^; und q durch die Formeln j> = (.tp^ +1^1» ? = i^'S^i "i" 
die vorstehend gegeben sind. 

Ebenso, wenn man nur die Werthe von p^, j»,, j,, 
kennt, so findet man zunächst durch die Bedin^ng 

' Pt — <^'h P% — aQi ^ 

und dann erhalt man j?,, q^ dnrch ^e Formeln ji^ = fip^ +^91 
<7i = /'i<7t + (7a i alsdann findet man fi und schliesidich p 
und 7, n. 8. f. 

Aus Vorstehendem erhellt, dass es genfigt, die beiden letzten 
Ausdrücke einer jeden der beiden correspondirendeu ßeihen 

Pi P\i P^.- Ih^ • ^"^^ Qy 7i ^ « • • •) zu kennen, um 

von diesi'u aus tolgweise zu allen amioren Werthen aufzu- 
steigen und die vollständigen beiden lieihen herzustellen. 

Die Aufgabe ist nun zurfickgeftthrt auf die Aufsuchung der 
beiden letzten Glieder der Beihen. 

Hierzu bemerke ich zunftehst, dass sie, ihrer Eigenheit gemäss, 
beide mit 0 endigen mftssen; denn die Formeln p = (^^p^ 
P\'= P^Pi-^ P^'> • • •» lassen erkennen, dass f.i der Quotient 

und p^ der Rest der Division von p durch /), ist u. s. f., so 

dass , . . . die Keste sind, die man erliält, wenn man 

diu grüssten gemeinschaftlichen Tliciler zwisclien p und 7),, 
die relativ piim gegen einander sind, aufsucht; man mnss 
daher nothwendig auf einen Rest 0 Stessen. Dasselbe gilt von 
den Zahlen q.^, . . die die verschiedenen Reste sind, die 
man bei Aufsuchung des gemeinschaftlichen Theilers zwischen 
q und 7| findet. 

Angenommen nun, die Reihe . • > schliesse Mher 

ab als die entsprechende p^ 7;,, p^^ . . und es sei z. B. 
^^ = 0; alsdann reducirt sich die Gleichung jd^^, — ?jP4=^ ^ 
auf q^p^ = ± t, und, weil 7, und^^ nur positive ganze Zahlen 
sein können, folgt 9, = t und p^ = 1; femer gehen die beiden 
Ausdrücke i>, — ö^,, — Uber in p^ — a und 1. Aber 
vir haben gesehen, dass diese beiden Grdssen entgegengesetzte 
Zeiehen haben müssen und dass, abgesehen vom Zeichen, der 
zweite Werth grösser sein muss ah der erste, da es zwei auf- 
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einander folgende Werthe der Reihe der Minima sind, mithin 
mu3S a — > 0 und <^ 1 sein, folglich ist 

Pi<ici und > a — 1. 

Auf diese Weise erhält man , denn da es eine ganze 
Zahl sein muss, so ist es diejenige, die zwischen a und 
a — 1 liegt. 

Im Allgemeinen also werden im fraglichen Falle die beiden 
letzten Glieder der Reihe 7, q^J q^^ ... =1, 0 sein; und 
die entsprechenden der Reihe P-, P^, • • werden «, l 
sein, wenn a die ganze zwischen a und a — 1 fallende Zahl 
bedeutet. 

Angenommen nun, die Reihe PijP^, . . . schliesse zuerst 
ab und es sei z. B. p^ = 0; alsdann wird aus p^q^ — q^p^ = qz 1 , 
nunmehr p^q^=: zp 1 , und , weil p^ und q^ ganze positive 
Zahlen sind , = 1 , ^4 = 1 ; so dass die beiden Grössen 
Ps — ^73> Pa — ö?4) entgegengesetztes Zeichen haben 
müssen, wobei der zweite Werth den ersten übertreffen muss, 
gleich 1 — aq^ und —a sind; folglich muss 1 — > 0 

und <^a sein; das ergiebt q^ <] — und 73 -h 1 > — > mithin 

<- und > - — 1 ; 
a a 

d. h. ist die zwischen — uud - — 1 fallende Zahl. 

a a 

Im Allgemeinen also werden in diesem zweiten Falle die 
beiden letzten Werthe der Reihe 7;, Pxy p^j . . gleich 1, 0 
sein ; und die entsprechenden der Reihe 9^, , (/^ t ^ 

wo S die ganze zwischen — und — — 1 fallende Zahl be- 

a a 

deutet. 

Man ersieht hieraus, dass der erste Fall eintreten wird, 
wenn a grösser als 1, uud der zweite, wenn a kleiner als 
1 ist. 

Kennt man nun die beiden letzten Glieder der correspon- 

direnden Reihen p^, 2\i Pi^ • • • ^^'^^ Qi 7i? Qtj - ■ - t kann 
man mit Hülfe der oben entwickelten Formeln folgweise auf- 
steigend alle Glieder der Reihen finden, die zur Lösung der 
be führen. 
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25. Es ist bequemer diese Reihen rttckwftrts zu betrachten, 
indem man mit den letzten Gliedern beginnt. Wir haben also 
zwei wachsende Reiben, die wir znr grösseren Bequemlich- 
keit so schreiben: 

2^ii P%i Pii • • •> 9^0) 9ij 7j> ^^3) • • •) 

und fttr welche wir folgende Bestimmungen haben: 
Wenn a> l, 

wenn a <I 1, 

l'o = Ö , = 1 , q,= \, < ^ und >i — 1 ; 

ferner 

P» == f^%P% +Pi j 3j == + 9i y 
Pa — Mi +Pty ^4 ^'3 + 

> > 

und zur Bestimmung von fi^j fi^y ... die Bedingungen: 



Man versäume nicht zu beachten, dass der zweite Fall in 

dem ersten enthalten ist, (leim setzt man in den Formeln für 
den erbten Fall a<^\^ so kommt uotLweudig 

p<^a und ^ a — 1 = 0; 

* • I >■ 0 9 p 

folglieh 

i'» = i'i = 0 , = 0, = 1, 
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and mithiii 

so (lasä hier p^y uiul das werden, was iin zweiten 

Falle p^^ p^j <7j geworden wären; und es werden daher 
die folgenden Glieder in beiden Fällen dieselben sein. 

Man kann also im Allgemeinen, was auch a sei, folgende 
Bestimmungen treffen: 

y 



Ferner 



fi <a, 



Mi 



Pt- 










—Pz 






Pa- 





WO das Zeichen diejenige sranzo Zahl andeutet, die un- 
mittelbar dem verzeichueten Aufdruck vorangeht. 

Man findet so foljj^weise alle Werthe von p und q. die der 
Aufo:a))e genügen kuunteu, denn es kdimeu das nur die in den 
beiden Reihen p^, p,, p^, ... und 3^, g^, g,, J,, . . . 
einander entsprechenden Glieder sein. 
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Zusatz I. 

26. Macht man 
@o kommt, wie leicht 2tt sehen ist, 

l 



a — b — fi/ e — ^1, 



und fi<iaj < 6, < c, /i, < u. s. f. ; es sind also die 
Zahlen ^c, fi^^ /i^, ... niehts anderes, äls was wir in 
No. 3 m\t Oy jü^, ... bezeichnet haben, d. h. diese Zahlen 
sind die Glieder des den Werth von a darstellenden Ketten- 
braches, so dass man jetzt haben wird 



a = ft + 



, 1 



Also die Zahlen p^ i^sj . * . werden die Zähler, und 
q^y q^y • • die Nenner der gegen a convergirenden Ketten- 

brflche sein, Brttche, die wir in No. 10 mit ^y^j ... 

bezeichnet haben. 

Es kommt somit Alles darauf au, den Werth von V? durch 
einen Kettenbnich darzustellen, dessen Glieder sämmtlidi 
positiv sind, was mittelst der oben mitgetlieilten Mothoden 
ausgeführt werden kann, nur nelinie man immer Näln luncry- 
werthe, die kleiner als der vorgelegte sind; alsdann liat man 
nur noch die gegen a convergirende Reihe von Hauptl)rüchen 
zu bilden, deren Glieder die Werthe von p . und q geben, und 

diese lösen das vorgelegte Problem , so dass jedes ^ einer 

dieser Brfiehe sein muss. 
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Zusatz II. 

27. Aus dem Vorigen folgt eine neue Eigenschaft der in Kede 

P 

stehenden Brüche; wenn nämlich - einer der gegen a con- 

yergirenden Hauptbrttehe ist (voraasgesetzt die Entwiekelung 
eines Eettenbrnehes mit nnr positiven Gliedern)^ so wird die 
Grösse p — aq immer, abgesehen vom Zeichen, einen kleineren 
Werth haben, als wenn man ftlr p und q andere, kleinere 
Ziffern setzte. 

U. Aufgabe. 
28« Es sei dk Qrasse 

geffeben, in welcher Bf (7, . . . geffebem ganxe, positive oder 
negalim Zählen tmdp und q tmbesH/mmte^ ganxe^ positive Zahlen 
bedeuten; man verlangt die Werthe von p und q^ die den gegebenen 
Ausdru(^ XU einem Mimmum machen. 

Es seien er, (i^ /, • • • die reellen Wurzeln, und u db v ]/ — 1, 

w Q y~— 1 die imaginären W urzeln der Gleichung 

Ai^ + B^-"" + fö*"-* + . . . + F= 0; 
so hat man, nach der Theorie der Gleichungen: 

Ap"^ + Bp'^-'q 4- Cf^^(f' + . . . + ^^3*" 

= A(p — 9.ii (p — ß9)(P ^ y?) • - [l» — (H' + i^V^) q] 
Xlp — {l^-^V—^]<i]lP — {^'^ + Q V^^U\ 

[p — (w — Qy--i)qi .. . 
= A{p'-aq)lp — ßq){p — yq) . . . [{p — f-i q)^ + q*] 

Up — 0}q}* + Q\*]. . . 

Die Aufgabe kommt also darauf hinaus, dass das Pro »In et 
der Grössen p — c(q,p — ßfj^ P — • • • und {p — ^iq)^ + ^''''y*, 
{p — loq)* -\- Q^q*, . , . möglichst klein sei, während p und q 
ganze positive Zahlen sind. 

Gesetzt man habe Werthe von p und q gefunden, die dem 
Minimum entsprechen; wenn man nun anstatt derselben kleinere 

♦ 
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Zaiilen setzt, so mnss das fragliche Prodnet einen grösseren 
Werth annehmen. Alsdann wird nothwendig: einer der Fac- 
toren einen grösseren Werth erhalten. Wenn z. B. a einen 
negativen Werth hat, so würde p — uq stets zugleich mit 
j) und q abnehmen ; dasselbe geschähe mit dem Factor 
— -|- 1^*7*, wenn ii negativ wäre, und ebenso mit den 
übrigen; hieraus folgt, dass es unter den reellen Factoreu 
nur diejenigen mit positiver Wurzel sind, die an Werth zu- 
nehmen können ; und unter den doppelten, imaginären nur die- 
jenigen, wo der r« t lU Theil der imaginären Wurzel positiv 
ist; ferner bemerke man, dass, damit (j; — (/* zw- 

nehme, während p und q abnehmen, der Theil (7? — ^iqf 
nothwendig wachsen muss, denn der andere Theil r-<7* nimmt 
sicher ab, so dasa die Yergrösseruug dieses Ausdruckes vom 
WerÜie von p — figr abliängen wird, und äiiniieh bei den 
tlbrigen. 

Die Werthe von j9 und g also, die dem Minimum entspre- 
chen, mfissen solche sein, dass ^ — aq zunimmt, sobald j9 
und g kleinere Werthe annehmen, und wenn man für a eine 
der reellen positiven Wurzeln der Gleiebung 

nimmt oder einen der reellen positiven Theile der ima^nären 
Wnrz^, falls es deren giebt. 

Es seien r und b zwei ganze positive Zahlen kleiner als f 
und q\ es musa also, abgesehen vom Zeichen, r — as^jy — aq 
sein. Angenommen, wie in No. 23, diese S^len genügten der 
Bedingung — = db t , wobei das obere Zeiehen gilt, 
wenn p — aq positiv, und das untere, wenn p — aq negativ ist, 
so dass die beiden Grössen — aq und /• — as verschiedene 
Zeichen hal)en; alsdann int der Fall j^enau derjenige, auf 
welchen wir die vorige Aufgabe Nu. 2 1 zurückgeführt und 
deren Lösung wir bereits gegeben haben. 

Also (No. 26) die Werthe von p und q mlisseu nothwendig 
unter den Gliedern der gegen d. h. gegen eine der Grössen, 
von denon wir aussagten, dass sie für a genommen werden 
konnten, conv ergirenden Hauptbrüehe vorkommen. Man muss 
mithin alle diese ürr>ssen in Kettenbrüche viMwandeln (was 
leicht mit iienutznng unserer Methoden geschelien kann), und 
dann die convergirenden Brüche herleiten, um welche es sirh 
handelt; danach setzt man p folgweise gleich allen Zälilern 
dieser Breche, und q gleich den entsprechenden Kennern, 
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nnd diejenige Substitution , die den kleinsten Werth tttt die 
vorgelegte Fnnetion ergiebt, wird aneh sicher dem gesachten 
Minimum entsprechen. 

I. Bemerkung. 

29. Wir liuVjen angenommen, p nnd </ seien beide positiv J 
nimmt man beide negativ, so \\ i!d sieh otfeubar kein Unter- 
soliied gpo^eu vorhin in dem ah-^nlutcii Werth der vorlieorendcn 
Formel erg-ehen : nur das Zeichen würdo wecliseln, Avenn der 
Exponent vi ungerade, und es würde genau das Frühere sieh 
ergeben, wenn der Exponent /// gerade wäre; mithin ist es 
ghn ellgültig, welches Zeichen man p und q giebt^ sobald beide 
gleiches Zeichen haben. 

Anders wenn p nnd q ungleiche Zeichen haben; denn als- 
dann werden die abwechselnden Glieder der vorgelegten Glei- 
chung ihre Zeichen wechseln, und zugleich hiermit wechselt auch 

das der Wurzeln 7, . . ± v ]/ — 1, dz ^ y — 
so dass die Grossen , . , jii, oi, ... die negativ, und 

mithin im ersten Falle nutzlos waren, jetzt positiv werden 
und an Stelle jener angewandt werden müssen. 

Hieraus sehliesse ich im Allgemeinen, daas, wenn man 
das Minimum unter der einzigen Beding img sucht, dass p 
und fj ganze Zahlen seien, mau folgwci^c für a alle reellen 
Wurzeln «, und alle reellen Theile /<, w, . . . der 

imaginären Wurzeln der Gleichung 

Aaf^ + Bä™-' + Ca^-* + . . . + F= 0, 

abgesehen vom Zeichen dieser Grössen, nehmen müsste, daHil 
aber muss man p und q gleiche oder ungleiche Zeichen geben, 
je nachdem die fttr a genommene Grösse ursprfinglich positiv 
oder negativ war. 

II. Bemerkung. 

30. Wenn es unter den reellen Wurzeln /?, . . . 
commeusurable giebt, so wird die vorgelegte Grosse ofienbar 

P 

gleich 0, sobald man — gleich einer dieser Wurzeln setzt; in 
diesem Falle giebt es eigenüich kein Minimum ; in allen 
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anderen Fällen kann die fragliehe GrOsse unmOglioh gleieh 0 
werden, so lange p nnd q ganze Zahlen sind; da nnn die 
CoSffieienten Äy Bj Cj ... anch ganze Zahlen naeh der Yor- 
auBsetzong Bind, bo wird diese Grösse Bteta eine ganze Zahl 
and mithin niemals kleiner alB 1 sein. 
Soll also die Gleichung 

in gjuizeii Zahlen aufgelöst werden, so inuss man iiarli der 
vorstehenden Methode die Werthe von p und q aufsuchen, 
ausgenommen den Fall, bei welchem die Gleichung 

Ax'"" + Bx"'-' + 6V"-* + . . . + r= 0 

irgend welche commenflnrable Wurzeln oder Divisoren hätte; 
denn alsdann könnte die Grösse 

Ap^ + Bp^'^q+ Cp^-^q^ + • • • 

in zwei odt r mehrere Ausdi'ticke von niedrigerem Grade zer- 
legt werden; ein jeder der Theilausdrücke für sich müsste 
gleich der Einheit seini und man hätte mindestens zwei Glei- 
chungen zur Bestimmung von p und q. 

Wir haben schon anderswo (Memoiren der Berliner Aka- 
demie 70n 1768 "^j eine Losung dieses letzteren Problems ge- 
geben; aber die soeben mitgetheilte ist viel einfacher und 
directer, obwphl beide auf derselben Theorie der Kettenbrttche 
beruhen. 

III. Aufgabe. 

3 1 . Man verlangt die Werthe von p und die den Ausdruck 

Ap^ + Bpq + Cq^ 

XU einem Minimum machen^ während p und q ganxe Zcüden sind. 

Diese Aufgabe ist offenbar ein Specialfall der vorigen; 
aber wir glaubten sie besonders hervorheben zu mllssen, weil 
sie eine sehr einfache und sehr elegante Lösung zulässt, und 
weil wir sie später, bei der Auflösung der Gleichungen zweiten 
Grades mit zwei Unbekannten in ganzen Zahlen, anwenden 
wollen. 



*) (Euvres de Lagrange, t. II, p. 538 und 581. 



Digitized by 



54 



J. L. Lagrange. 



Nach (Ter allgemeinen Methode muBS man zuerst die Wur- 
zeln der Gleichung 

Äx* + BX'^C=^Q 
aufsuchen, die bekanntUch gleich 

2A 

Bind. KuB gilt Folgendes: 

1. Wenn J9* — AAO eine Qnadratzahl ist, so sind cUe 
beiden Wturxeln commensurabel, und es giebt kein eigentlichee 
Minimum, da Ajy^ + ^P^'i' ^9* gleich Kall werden kann. 

2. Wenn — ^AÖ kdne Quadratzahl ist, so sind die 
beiden Wurzeln irraHonal oder imaginär, je nachdem B* — 4AG 
grösser oder kleiner als 0 ist, welche beide Fälle gesondert 
zu betrachteu sind ; wir begiuueu mit deui letzteren , dem 
leichter lösbaren. 

Erster Fall, wenn — 4^0< 0. 

32. Da die beiden Wurzeln jetzt imaginär sind, so erhält 



mam >r-r den reellen Theil dieser Wurzeln, und dieses 

muss mithin für a genommen werden. Man hat also nur 

_ ^ 

den Bruch -z-ry abgesehen vom Zeichen, nach der Me- 

thode in No. 4, in einen Eettenbruch zu verwandeln, und 

daraus die Beihe der eonveri^renden Brttehe herzuleiten, 

(No. 10), und diese wird nothwendig endlich sein; darnach 

wird man folgweise ftlr p die Zähler dieser Brüche ansetzen 

und für q die entsprechenden Nenner, indem man beiden 

gleiche oder eutgegeugesetzte Zeii lien crtlieilt, je nachdem 


- positiv oder negativ ist. Man findet so diejenigen Werthe 

von p und die den gegebeuen Ausdiuck zu ein«m Miuimum 
machen. 

BeispieL 
Es sei gegeben der Ausdruck 
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Man hat also ^=49, iy = — 238, 0 = 290; folglich 

Mit diesem Bruch nach Art der No. 4 verfahrend, findet 
man die Qaotienten 2, 2, 3, and mittelst dieser erhült man 
die Brttche (No. 20): 

2, 2, 3, 

1 2 5 17 

... ö' T' 2 ' T* 

Die zu versuchenden Ziihleu siud also 1, 2, 5, 17 für 
und 0, 1, 2, 7 für sei nun F <Ue vorgelegte Grösse, so 
kommt 



p 


. ff 


P 


1 


0 


49 


2 


1 


10 


5 


2 


5 


17 


7 


.49 



9 . . m. 

woraus erhellt, dass^der kleinste Werth des vorgelegten Aus*- 
dmekes gleich 5 ist, wie man ans j> = 5, q = 2 erhält; 
im Allgemeinen kann man sehliessen, dass der fragliche Ans- 
drack nicht kleiner als 5 werden kann, so lange und q 
ganze Zahlen sein sollen; das Minimum findet also statt bei 
J7 3ss5 und 9 = 2. 



Zweiter Faü^ wenn B' — 4-4 0;> 0. 
33. Da im vorliegenden Falle die Gleichung 

zwei irrationale Wurzeln hat^ muss man beide in Kettenbrflehe 
entwickeln. Solches kann sehr leicht ausgefOhrt werden auf 
Grund einer Methode, die wir anderswo gebracht haben und 
hier wiederholen zu mttsseu glauben, da sie direct aus den 
Formeln der No. 2^ hervorgeht und zudem noch Alles enthftlt, 
was zur Lösung des vorliegenden Problems fahrt. 

Es sei a die in einen Kettenbruch zu entwickelnde Wurzel» 
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die wir stets als positiv anuelimcn wollen, mid zugleich heisse 
die andere Wurzel 6; alsdaun ist, wie bekannt, 

daher r r . 



a-^h^^ — ^_ 

oder, wenn man zur Abkfirsung ^ ^AG = E setzt, 

WO positiv oder negativ sein kann; positiv, wenn a die 
grössere der beidcu Wurzeln, und negativ, wenn es die klei- 
nere ist; also ist 

^-B^VE ^ —B — Ye 

a » — , 0 sss^ — • 

2A ' %A 

Behält man nun die Bezeichnungen Ton No. 25 bei, so 
braucht man nur für a den vorstehenden Werth einzusetsen 
lind es bleibt dann nur noch die Schwierigkeit, die ganzen 
Näherungswerthe von /if, ju^, f^t^ • • • in einfacher Weise zu be- 
stimmen. 

Um diese Bestimmung zu erleichtern, multiplicire ich die 
Brüche^-^^-% ... mit A^hq, 

A{p^ — bq^)y A{bq^ — . . . und da 

^ ~ aq^) {p^ — 6gJ = Ay 

A {qa^ —jp^l [hq^ — p^) = Ap\ — A[a -\- + Aahq\ 

= Ap\ + Bp,q,'^Cq\, 

A{p^ — agj [p^ — bq^ = Ap\ — ^l(a + h)p^q^ + Aal)q\ 

=^Ap\-\'Bp^q^-^Cq\, 
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+iV^(Pt9i—9iPi)7 ' 

tPt — ö^t) (^^8 —Pi) == '^AP%P^ + fit + ^^Pt ^^Q^ % 

s 

# 

•••••••• } 

u. b. f., so schreibe ich zur Abkürzung: 

P = A 

P,^M + BPi^x + Oq\, 
P%^Äp\'^Bp^q^-\-Cq\, . 



0» = + {B{p, + q,p^) + Oq, g„ 



Ich erhalte nun, weil p^q^ — ^hPi—^iPsQt — QsPi^^t 
Pa% — ^3-2^4 = ^7 • • •) folgenden Formeln: 

« ' ■ * , • , 

. .. .,<-^^. 

-'s 
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Wenn man nun in dem Ausdruck flDr statt und ihre 
Wertiie fi^p^ + i und fl^ einsetzt, so geht er Uber in 
I P^ + Q^\ ebenso , wenn man in 0, für p^ und ihre 
Werthe i-i^p^ +p^ und u^q^ + setet, so geht er über in 
fi^P, + Qi) u. s. f.; so erhftlt man: 

• • • • • ' •» 

Wenn man femer, in fthnfioher Weise, in dem Ausdrucke 
flOr die Werthe von p^ und einsetzt, so geht er Aber in 

und wenn die Werthe fttr p^ und in P, eingesetzt werden, 
so geht er Uber in 

n. 8. f., so dass man schliesslich erhält: 

P,=/iiP. + 2.«,Ö, + Po 



Mit Hülfe dieser Formeln kann man also beliebig weit die 
Reihe der Zahlen //, . . Q^, 0^, 0^, . . . und P^, P,, P,, . . . 

fortsetzen; dieselben hängen offenbar gegenseitig von einander 
ab, und es ist nicht nöthig, die Zahlen Pqj Pu p^t • • • 

^4? 'Ii > • • • 7.11 berechnen. 

Mail kauu auch die AVertlie von P^J P^, P^, ... mittelst 
noch einfacherer Formeln erhalten, wenn mau beachtet, dass 

<?? —AP, = (^i, A + iE)' - A [a\ ^ + P + Oj = -1 B^—A C, 
Q\-P,P^^[j^i,P,- OJ* -P,W\ + 2^'»0» +^) =0: -AP,, 
u. s. f., d. h. : 
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woraus : 















oi- 


p,p* 


• 




-0?- 





•^1 D f 



P» 



P. ' 



Die Zahlen //, . . . sind somit gefunden und man 

erhÄlt (No. 20) den Ketlcnbrnch 

1 

a = ftH r 



und für das Minimum des Ausdrucks 



Äp* + Bpq+Cq\ 

braucht man nur noch die Zahlen Pot Piy P^.i Ps} • • • 

Qi) ^3» • • • (^^- 2^ berechnen und sie anstatt p 
nnd q zu versuchen; aber auch dieser Rechnung kann man 
sich entschlagen ) wenn man beachtet , dass die Grössen 
P^. P^j P,, ... eben die Werthe unseres Ausdruckes sind, 
wenn man in denselben folgweise p=p^^ Pn • • "i^^ 
7 = 7o> 9ii ^i» • • • ^i"^etzt. Also braucht man nui* nach- 
zusehen, welcher Werth der Reihe P^, P^, P„ . . . der kleinste 
sei, denn die P sind gleichzeitig mit den Werthen fi berechnet 
und man liat bereits das gesuchte Minimum; alsdann findet 
man mit Hülfe der gegebenen Formeln die entsprechenden 
Werthe von p und q. 
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34. Ich behaupte nun, dass man bei Fortsetzung der 
Reihe P^, P|, P^, . . nothwendig auf zwei sich folgende 
Glieder mit entgegengesetzten Zeichen stossen mUsse, und dasa 
^011 hier ab alle folgenden Glieder gleichfalls ab wechselnde 
Zeichen haben werden. . .Denn. es. ist (No. 33) 

Aber nach den im 1. Problem gegebenen Erläuternngen ist 
ersichtlich, dass die Grössen J?q-^ä<?o> Pi — Pi — • • • 
abwechselnde Zeichen haben, mttssen und dass sie eine stets 
abnehmende Reihe bilde;! werüeQ ; daraus folgt: 1) dass, wenn 
h n^atiT ist, die Grössen — t 1^4 — Mm * • • sänuntlieh 
positiv sein werden; folglich werden die Zeichen der Reihe 
Pf , P,, ... wechseln; 2) dass, wenn h positiv ist und 
weil die Grössen p^-^aq^y Pi — ciq<ij . . und vollends 
P P 

— a, - — -a, . . . eip^ blQ im .Uaendliehe abnehmende 
Reibe bilden , mau nothwendig zu einer dieser letzteren 
Grössen gelangen müsse, etwa — a, die, abgesehen vom 
Zeichen, <a — b ist, und ebenso alle folgenden — — a, 

- — so" alle Werthe a — h + — — a, 

p 

a — ö-f- — — a, . . . uothweudig dasselbe Zeichen haben 
werden, wie a — b\ folglich werden die Grössen ^ — 6, 
~ — 6, . . . und hq^y — Äg^ , , , alle bis ins Unend- 

liehe gleiches Zeichen haben ; mitbin wechseln die Pj, P^, P^, . . . 

ihre Zei<*hen. 

Nehmen wir nun im Allgemeinen an , wir seien in der 
Reihe der P^, P^, Pg, ... zu abwechselnden Zeichen gelangt 
und Px sei das erste dieser Glieder , so dass aUe ferneren 
P;t, P?.4-4j P;.+2' ♦ • • T^^'ncTidliclif' ahwecliseliid i)upiliv 

und negativ .siiul; ich l)eliaiipte iiiiiij dass kein einziges dieser 
(jlieder > 57 soin krume. Denn, wenn z. B. P3, P4, P5 ab- 
wechselnde Zeiclien liaben, so wird das Product je zweier 
auf einander folgender PjP^, P^Pj» • • • stets negativ sein; 
äber nach No. 33 ist 
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also sind die positiven Zahlen — ^^^ai — A ^5 > • • • 
kleiner als \E oder weIligste^^^ uu'lit oriösaer als \Fj\ da uuu 
die Zahlen , , P,, ... ihrer Beötimmuug gemäss ganze 
Zahlen sind, so können die Zahlen P3 , P^ , . . . nnd all- 
gemein , / . . . abgesehen vom Zeichen, niemals die Zahl 
•J> E übertrefl'en. 
. Hieraus folgt aach| dass die Glieder Q^, . . und .all*« 

gemein Qx^k^ Qx^^ • • • niemals übertreffen kennen. 

Der Sehlnss liegt nun nahe, dass die beiden Reihen 
jPa+ü fUi» ... und Qx, <?;+4, • • -i obwohl bis ins 

Unendliche sieh förtsettend, doch nur aus einer gewissen An- 
zahl von einander verschiedener CHieder bestehen können, 
denn es können nur die natürlichen Zahlen bis | E positiv 
oder negativ auftreten, und 'femer die Reihe der natürlichen 

Zahlen bis \yi^ mit den Zwischenbrüt ben J , | , | , • • 
positiv oder negativ : denn ans den Formeln der vorigen 
Kummer folgt, dass die Zaideii Q^^ Q.,, Q.^, . . . immer ganze 
Zahlen sein werden, wenn B gerade ist, und den Bruch ^ 
enthalten werden, wenn B nngerade ist. 

Im Verlauf der 1» ei den Reihen Pj , P^, P, , . . . nnd 
Ol ) Qi} Ä) • • • muss es rilso eintreten, dass zwei entspre- 
chende Glieder, . wie P^, und Qf,^ nach einer gewissen Anzahl 
von Gliedern, die wir als gerade annehmen können, wieder-* 
kehren; denn da auch feststeht, dass dieselben Glieder P^ 
und 0^, unendlich oft wiederkehren, weil die Anzahl ver- 
schiedener Glieder in beiden Reihen eine endliche ist und 
ebenso die Anzahl ihrer Combi nationen, so ist es klar, dass, 
wenn diese beiden Glieder nach einer ungeraden Anzahl von 
Gliedern wiederkehren würden, man ihre Wiederkehr nur 
ein ums andere Mal zu betrachten brauchte, wodurch die 
Zwischenzabl eine gerade , würde. 

Es sei nun 2^ ^e Anzahl der Zwischenglieder, so bat man 

und es werden jetzt aUe Glieder Pj^, .Pqi+d ^w+tt • • -i 

0(0 > Oqh>i 7 ^ff>+i> • • sowie f^ctf-fi» ^'w+4> • • • 
einem jeden Intervall 2^ wiederkehren ; denn es folgt aus den 

in der vorigen Nummer zur Bestimmung von //j, . . 

Ol , Of, O3 , ... Pii P^i P,, . . gegebenen Formeln, dass, 

sobald 
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»neh * 
ferner 

ilflo auch 
und so fort. 

Wenn also II irgend eine Zahl bedeutet, jarleieh oder > m 
\md tn irgend eine ganze positive Zahl, so hat man allgemein: 

80 das8, wenn man die m + 2q ersten Glieder einer 
jeden dieser drei Reihen kennt, man auch im Besitz aller 

folgenden ist , denn diese sind nichts anderes ^ als die 2 ^ 
letzten Glieder, die in derselben Ordnung bis iub Unendliche 
wiederkclireii. 

Aus alledem folgt, dass^ nm das Minimum von 

Pr=zAp*+B2)q+ Cq*} 

zu finden, man die Iweilieu P^j P^ y . . 0^, Q., , ... 
fortsetzen miins, bis zwei correspondirende Werthe, wie P,,, 
und wieder auftreten, nach einer geraden Anzahl von 
Zwischengliedern, so dass man hat 

alsdann wird das kleinste der Glieder P^, P^, P,, . . . i^i^^ 
das gesuchte Hinimnm sein. 



Znsatz L 

35. Wenn das kleinste Glied dor Belke P«, P, , . . . 
^{xH-tg ' ' ' ^^^^^ Gliede Pin» vorkommt, so wird 

dieses Glied nnendlich oft in der ins Unendliche fortgesetzten 
Reihe wiederkehren ; also wird es nnendlich viel Werthe von 
p und q geben, die dem Ifinimnm entsprechen^ nnd diese alle 
kann man mittelst der Formeln in No, 25 finden, indem man 
^e Reihe der Zahlen fi^ , /y,, /i,, ... bis Aber das Glied 
l^io+fj) fortsetzt dnrch ¥^ederboinng derselben Werthe ftöH-n 
/*a!+t> erläutert ward. 
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Man kann auch in diesem Falle allgemeine Formeln auf- 
stellen , die alle Werthe von p und q darstellen ; aber die 
Einzelheiten der hierzu erforderlichen Methode würden uns 
zTi weit führen; für jetzt begnügen wir uns mit der Verweisung 
Huf den schon angeführten Aufsatz in den Berliner Abhand- 
lungen vom Jahre 17ü8, Seite 123 und folgende*), wo man 
eine neue und allgemeine Theorie der Kettenbrüche ßudeu wird. 



Zusatz II. 

36. Wir haben in No 34 bewiesen, dass man nothwendig 
bei Fortsetzung der Keilie P^, P^j • • • auf Glieder stossen 
müsse, die einander mit entgegengesetzen Zeichen folgen. 
Es seien z. B. und P^ die beiden ersten Glieder dieser 
Art, so werden die beiden Grössen — hq.^ und j)^ — hq^ 
nothwendig gleiches Zeichen haben, weil die Grössen 7^3 — aq.^ 
und — aq^ Terschiedeae Zeichen haben. Setzt man nun in 
den Grössen j9 ^ — ^q^^P^ — 6^, ... die Werthe vod , • • •» 
9s} 9e) • • • (^0* ^ kommt 

V% — — i"4 iff* — H,) 4- i?, — 65, , 



woraus, da /i^, «ig, . . . positiv sind, folgt, dass alle jt?. — bq^^ 
Pq — bq^j ... bis ins Unendliche dasselbe Zeichen haben 
werden, wie j?^ — ^73» 7^4 — ^^4? uiithin werden alle Glieder 
P,, P^, P^, ... bis ins Unendüche abwechselnde Zeichen 
haben. 

Jetst hat man auf Grund der vorstehenden Gleichungen: 

II —,pf^~^^i Pi — ^^i 
-^ P.-H. P.- M. 



*l (Eavres de Lagraage, t II, p. 538 und 581, 
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wo die Grössen ~ — . . . sämmtlich positiv 

Pa — Hx ih — H^ 

sind. 

Da mm die Zahlen /<^, /t/^, . . . ganz und positiv sind 

(Voraussetzung), so wird ^— ^ positiv und 2> l sein, und 

lU — bq^ 

ebenso die Grössen — — . . .; folglich sind 

Pi — *9'5 Pa — ^(Zc 

— . . . positiv und «cT l ; also können die 

P^ — ^Qs, p6 — ^% 

//^j /«ß, . . . nur ganze Zahlen sein, die unmittelbar kleiner 

sind als ^^±izhsi PiZzJ^t ^ie Zahl it. wird auch 

Pö — b% Pc — ^Qc. 
gleich derjenigen ganzen Zahl sein, die unmittelbar dem Werthe 

— ^ vorangeht, sobald man ^ < l hat. 

Pa — Pi — ^Q* 

Also erhält man: 

* 

/^<"^— wenn Pl^lhl < i 
/'s < 



P6 




Pi 




P^ 




p. 




Pl 





Po — 



wo das Zeichen <Z nach den Zahlen /f^^ //j, //q, ... bedeutet, 
dass die unmittelbar vorangehenden ganzen Zahlen zu ver- 
stehen sind. 

Mittelst Transformationen, ähnlich denen in No. 33, kann 
man die Grössen ^^--^i», ''^ " f ^" , ... in ^^±^^1 

-^^^ , . . . verwandeln; ferner kann die Bedingung 

1 auf folgende gebracht werden <[ 

i?« — a^/ 




Cc 
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die, weil — — ^ ^ 1 , durehana Btatthaben wird, sobald 
p 

= oder <^ 1 ist; man erhält also: 



/'4 < wenn - oder < 1, 



Combinirt man diese Formeln mit denen in No. 33, die 
das Oeseta der Reihen P^y P,, P,, . • . nnd Q|, Q,, Q,, . • • 
einachliessen, so bemerkt man leicht, dass, wenn man zwei 
entspreehende Glieder dieser beiden Reihen als gegeben an- 
nimmt, und zwar Glieder, deren Rang höher als 3 ist, man 

bei den vorbteheuden Reihen bis I\ und und selbat bis 

p 

P, nnd 0, zurllckgehen kann, wenn die Bedingung — =^ 

= oder <^ 1 statt hat; so dass alle diese Glieder dureli die 
als gegeben vorausgesetzten vollkommen bestimmt sein werden. 

In der That es sei z. B< P^^ und bekannt, so erhält 
man zunächst P^ durch die Gleichung 

dann findet man, da man und hat, f.t^ und dadurch 
den Werth von durch die Gleichung 

wUirend dte Gldchnng 

den Werth von P^ ergeben wird; weiss man im Voraus, dass 
P 

-—2 = oder <^ 1 sein muss, so findet man fi^ und erhält 
danach durch die Gleichung 

Oitwald's Klairiker. 103. & 
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0, = Ai,P, + 0„ 



tind dann durch 



Jetzt ist es leicht, die allgemeine Schlussfoigernng zu ziehen, 
daas, wenn und P^+i die ersten Glieder der Reihe P,, P^, 
P3, . . . mit verschiedenen Zeichen sind, das Gli^d P;^, und 
die folgenden stets niich einer gewissen Anzahl von Zwischen- 
gliedern wiederkehren werden, und dasselbe gilt für , wenn 

= oder <C 1. 

P;i+i 

Denn nehmen wir, wie in Ko. 34, an, man habe gefonden 

€i> s= X 4* ^ ; Bo wird man einerseits vom Gliede P^^ znm Gliede 
P;t+4 oder P;l, aufsteigen, und andererseits vom Gliede P(a^^ 
zum GUede P;^^.^^^^ oderP;[^,ö; nnd da Äe Ausgangsglieder 
beiderseits gleicli sind, werden"" auch alle abgeleiteten Glieder 

gleich sein, so dass man erhält: 

Pk+^^^i = PjL+i oder sogar: Pa+,^ = P;i, 

wenn = oder <C 1- 

Man kann also im Voraus den Anfang der Perioden in 
der Beihe P^, P^, P,, P^, . . . benrtheilen nnd mithin auch 
in den beiden anderen Reihen Q^, 0^, Q,, Q,, ... und 
/'o> ."o i^'t) Z's) • • - 5 die Länge der Perioden hängt von 
der Zahl JE ab und sogar einsig und allein YOn Ej wie ich 
beweisen könnte, wenn ich nicht hier zu weit zu gehen be- 
füiclitete. 



Znsatz III. 

37. Was im vorigen Znsatz erwiesen ward, kaiui noch 
dazu dienen, folgenden schönen Satz zu beweisen: 

Jede Qleidmng von der Form -^ Kq* = l^woK eim ganze 
nicht quadraiische Zahl ist und p und q xwei unbesÜmmte QrÖasen^ 
ist stets in ganzen Zatden lösbar. 

• Vergleicht man nämlich die Form — Kq* mit der all- 
gemeinen Form Ap^ Bpq + Öq\ SO hat man ^ i, £ s= 0, 
G= — K] folgüoh pJo. 33) 



Digitized by Google 



Minima unbeBtimmteT Formeii mll zwei Unbekannten. 67 

; ' \. .,E:=^B^ — 4.1(7== 4iL, und iV^^ V^i . 

Es ist also P^ = \j = 0 ; also 

fi<VK, Q^=fi, und P,=fi* — K; 

woraus ersichtlich: 1. dass P^ negativ ist und also anderes 
Zeichen hat als 2. dass P^ =oder > 1, denn K und 

sind ganze Zahlen; mithin hat man — ^ ^ oder <^ 1 ; dar 

raus folgt (No. 36) * 

. ^:==0^undP,^=;=P. = l; 

so dass, wenn man die Reihe P^, P,, P^, . . . fortsetzt, das 
Glied P^^ = 1 nothwendig nach einer g'cwissen Anzahl von 
Gliedern wiederkehrt; also kann man stets unendlich viele 
Werth e von p und q finden, die den Ausdruck — Kq^^i 
werdeil lassen. - 

Zusatz IV. 

dS. Man kann auch folgenden Satz beweisen: 

Wenn die Gleichwig — Kq* = :h TT in gmixen Zahlen 
iösbar isf^ vorausgesetzt K sei eine jmsitivCy nicht qimiro fische 

Zahl und H positiv und kleiner ak ViC, so werden die Zahlen 

P 

p und q soldie WertJie ha^en müssen^ dass — eimn der gegen 

VK eonver^irmden Hmxpibrütke darsteUi, 

Angenommen, das obere Zeichen gelte, so dass j>* — JTg* = H'^ 
so ist: 

» — 2^^= l-^yK= ^ :. 

p + qVK^ ^ q^[l + VK) 

nun suche man zwei ganze positive Zahlen r und Sj kleiner 

als p und q, so dass ps — grrssl, was immer möglich ist, 

wie in No. 23 bewiesen wurde, und es wird 

' _ ' 

q 8 . ' 
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MgßGhy indem num äS^em GHeiehmig vom äer vwigaii 

I_Vr ? 1; 

nitiiia weiter: 

TT 



r— Äyr= 



1 r aR 1 



Da nun ^ V K und H äo iat offimbar 

ff 9 I 

<;ii folglich — ?V'fir< — ; um so «Im 

'^ij wird r — sYK OfigatlT 

und, po^iiüv genommen, ^"5~ sk^lHj weil 1 

Setzt man V ^ = a , so Mnd also die beiden Grössen 
p — a/j und r — as denselben Bedingungen unterworfen, wie 
die Grössen in No. 23; man wird mithin auch diti Analyse 
der So. Ii anwenden und ähnliche Bciiiüüäe ziehtu können; 
u. 3. f. (No. 26V Wenn aber — Kq^ = — 5", so mnss man 
r uud .<? 30 beauiumen, daas ßs — qr = — 1, und man erhält 
folgende zwei Gleichungen: 




VK—r = 
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Da H<iVK and s<g, so wird — - — — - < l sein: 

80 dass^ViT — r negatiY wird; ich behaupte, dass diese 

Grösse, podtlr genommen, ^ q YK — p sein wird; dazn muss 
bewiesen werden, dass 

ir, 'J!—^> 5_ 

1 «(^^+f)J 



oder dass 



«^ d.h. YK+P->nj^tE- 



Vk +1 « . « 

aber es ist YK (Voranaaetzm^;); also genflgt es zu be- 
weisen, dasB 

L 2> oder dass p^a VK ; 

q q 

aber letssteres findet offenbar statt, denn sVK — r ist negur 

ttv, mithin r^sViT, und um so mehr p'^sYK, weil 
p>r. ' _ • 

Also die beiden Grössen J9 — qVK xiud r — sVK haben 
entgegengeBetztes Zeichen und der zweite Werth ii))ertrifft den 
ersteren, abgesehen vom Zeichen, gerade so wie vorhin; also 
nnd so fort. 

Hat man also eine Gleichung von der Form 

p* — Kq* = ±H 

in ganzen Zahlen zu lösen, wo H<^ VÄT, so braucht man nur 
das iu No. 33 gegebene Verfahren zu befolgen und ^4=1, 
B&=0 und C = — K zu setzen, nnd wenn man in der Reihe 
P(, , P^ j P., , . . . , P(,)^^j) einem Olipde = zb // be- 

geo:ii(^t, so h;it mim die gesuchte Ijüsunf: : andernfalls hat man 
sie Ii davon üijerzeugt, dass die v^orgelcgte Gleichung überhaupt 
keine Lösung in ganzen Zahlen zui&sst 



Digitized by Google 



70 



J. L. Lagrange. 



; Bemerkung. . !* - 

39. WiK haben in No. 33 nur eine der Wurzeln der 

Gleichung 

betrachtet und dieselbe als positiv vorausgesetzt; hat diese 
Gleichung zwei positive Wurzeln, so nimmt man sie beide 
nach einander fSr a und schlägt für beide Werthe nach ein- 
ander dasselbe Verfahren ein ; wenn aber eine oder alle beide 
Wurzeln negativ sind, dann verwandelt man sie zuerst in po- 
sitive, indem man nur das Zeichen von i/ wechselt und (Linn 
wie vorhin verehrt; nur muss man die Werthe von p und q 
mit veröchiedeucü Zeichen ansetzen, d. h. die eine positiv, 
die andere negativ (No. 29). Im Allgemeinen wird man also 
dem B das Doppelzeichen dz geben, und so auch dem 

VEf d. h. man wird 0^ = q: -J- J5 setzen und i vor V E 
schreiben, dabei die Zeichen so ansetzen, dass 

A 

positiv wird, was stets auf zweierlei Art geschehen kann; 
das obere Zeielieu von B wird eine positive Wurzel anzeioren, 
wfihreud p und 7 gleiche Zeiclien erhalten; das untere Zeichen 
von B deutet eine negative Wurzel au und ^ und q müssen 
vei'schiedene Zeichen erhalten. 

Beispiel. 

40. WeJehc ganzen Zahlen muss man für p und q 7iehnien^ 
damit die Grösse ... 

9p*—ilSpq + Z7Sq^ 

80 klein als möglich werde. 

Vergleicht man diesen Ausdruck mit der allgemeinen Formel 
der III. Aufgabe, so hat man = 9 , = — 1 18, 0 = 378, 
mithin B^ — ^AG=U(ii also gehört der Fiül unter No. 33. 

Man setze also 316 und ^VE'sVtÖ, und bemei'ke, 

dass V79 > 8 und <^ 9 ; da man in den Formeln nur den ganzen 
Näherungswerth verlangt, so kann man sofort, statt der Wuizel- 
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grosse yi\) die Zahlen 8 oder 0 nehmen, je n.irlulem dieses 
Radical von den anderen Zahlen derselben Formel abgezogen 
oder ihnen hinzugefügt wird. 

Jetzt giebt man ferner sowohl B als VE das Doppel- 
zeiehen db , und man wendet alsdann diese Zeichen so an, dass 

i 59 d= ^79 

a = 

9 

positiv wird (No. 39), woraus erhellt, dass man immer für 
die Zahl 59 das obere Zeichen nehmen muss und für 

V79 sowohl das obere als das untere Zeichen nehmen kann. 

Man macht also stets = — ^B; und VE nimmt man folg- 
weise den grösseren und den kleineren Werth. ^ 

Sei nun: l. ^yE=yi\i positiv; alsdann vollführt man 
^ folgende Rechnung (No. 3 3J: ^ . , , 

0. 59, P, = 9, ,e<^JlI^=7, 

Q,=9.7-59 = 4, P,=^^ 7, ;,.<=l^'-^= i, 

0,: 7.1+4 = -3,r. = -^=10, /*.<^±^ =1, 



0,= l0.t-3 = 7, P,=li^=_3, '_3 =5,, 

64 — 79 8+V79 



<?.=5.3 - 8 = 7, P.^Mri'i^-e, ^,<=I=^«2, 

0.»_e.2+7 = -5,P.=«=^=9, ,.<^ =1. 
Q.=9.1-6-4. P,-1«Z^=_7, ,,<=l5^=,, 

ttit*t»lltl«lt.., .•..«.•.««..... ...«««tii.t.iii 
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Ich breche hier ab, denn icli bemerke, dass ~ Q, und 
= j'^^ inid (Yw Differenz zwischen 1 uud 7 ist gerade, also 

werden die toigeuden Glieder gleich deu vorhergegangeaea sein; 

mau hat also: 

0, = 4, — 3, 0,=:7, — 7, P. = 10 

80 dass man nach Belieben die vorstehenden Reihen ins Un- 
endliche fortsetzen könnte durch blosse Wiederholung der- 
selben Glieder. 

2. Nehmen wir nun negativ, so gestaltet sich die 
Eechnung wie folgt: 

0,=->59, P,=9, M< =5, 

0,-13.1-14=-!, P,--L=I?- -6, M,<1=^^ =i, 

« 

9.^70 3— 1/79 

O.= 10.1-7«8, p,«__=_7, /..< " =1, 

0,=-7.1 + 3 = -4,P,=— ^=9, fi,<-^^^ =1, 

Q,=9.1-4 = 5, P.=?^=_6, ^.<=I^=^=2, 

0. 6.2 + 5^ 7,P.=1^=5, //.<l±p =3, 
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Man kann hier aufhören, da = 0| und J\ = / 3 , und 
die Differenz von 9 und 3 gerade ist; bei Fortsetzung der 
Reihen würde , man nur die bereits gefundenen üüeder wieder 
erhalten. 

Betrachtet mau die Werthe der in beiden Fällen gefunde- 
nen Glieder P^, , P, , , /^^ , . . . , so findet man den kleinsten 
= — 3; im ersten Falle ist es , dem nnd und im 
zweiten ist es* P^ , dem und q^ entsprechen. 

Hieraus folgt, ilass der kleinste Werth, den die voii^c- 
legte Grösse annehmen kann, gleich — 3 ist; nm die ent- 
sprechenden Werthe von p und q zu erhalten, nimmt man im 
erdtea Falle fij f^i, f^^j nämlich 7 , 1 , 1 1 und bildet die üaupt- 

br liehe f , V ; der diitte Bruch wird also — sein, so 

dasB = 15 und 2 wird; d. h. die gesuchten Wertlie 
sind j» = 15, gss2. Im sweiten Falle nimmt man jti, 

f^tt i^s ^^'^^^ ^1 ^ ^9 3 ^® Brftelie f Vt ¥; 

80 dasB » 39 und = 7 ; also p 39 und g ^ 7 . 

Die Werthe, die wir soeben flUr p und 9 fBr dias Minimum 
gefunden haben, sind auch die möglichst kleinsten, aber man 
kann auch folgeweise immer grössere finden; denn offenbar 
wird dasselbe GUed — 3 nach jedem Zwischenraum von sechs 
Gliedern wiederkehren, so dass man im ersten Falle « — 3 , 
P^sas — 3, Pig« — 3,.,., und im zweiten — 3 , 
P^^s=— 3, P,fi— — 3 erhalten wird. Im ersten Falle 
werden die genügenden Werthe von p und q gleich p^, q^, 
i^o ) ^tt > 5 ) » • • » und im zweiten p^, q^, 1?, 0 » ^lo > ^7*6» • • • 
sein. Nun sind die Werthe von , , /'j , . . . im ersten 
Falle 

7, 1, 1, 5, 3, 2, 1, 1, 1, 5, 3, 2, 1, 1, 1, 5, 3, . . 

u. 8. f. bis ins Unendliche, weil f.i, — und (.1^ 

mau braucht also nur nach No. 20 die liuuptbrüche jsu bilden : 

7j 1, 1, 5j 3, 2, 1, 1, 1, 5, . . . j 

7_ 8^ 15 83 264 611 S75 USfi 2301 1329! 

1 * 1 ' 2 ' 11 ' 35 ' 81 ' Tiü Ul ' 313 * 1762 » * ' ' » 

und man kann für p die Zähler des dritten, neunten u. s. f., 
sowie lür q die entsprechenden Nenner nehmen, es wird also 
15, 2 = 2| oder p^ 2361, 9= 313, oder u. s. f. 
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Im zweiten Falle werden die Werthe von fi^, fc^, /i, 

5, 1, 1, S, 5, l, 1, 1, 2, 3, 5, 1, l, 1, 2, . . 

weil //y = /ijy SS , . . . . Man wird also folgende Brüche 
bilden: 

5, 1, 1, 3j 5, 1, 1, 1, 2, 3, 5, . , . , 

5^£1^39 206 245 451ßS>0 1843 ß225 32968 

1 ' 1 ' 2 ' 7 ' 37 ' 44 ' 81 ' 126 ' 331 ' 1118 ' 5'J21 ' ' " *' 

und der vierte , zehnte n. s. f. Broch ergeben die Grössen 
p nnd und zwar^ = 39, </ = 7, oder = 6225, q= 1118, 

uud so fort. 

In dieser Weise kann man ordnimgsmässig alle p und q 
finden, die den gegebenen Aiisdnick = — 3 werden lassen, wel- 
ches der kleinste Werth ist, den er erhalten kann. Auch könnte 
man eine allgemeine Formel aufstellen, die alle diese Werthe 
von p inid q enthielte; wer sich dafflr iuteressirt, findet sie 
nach der von uns anderswo entwickelten Methode, von der wir 
oben sprachen ^No 35). 

Wir fanden soeben, dass das Minimum des vorgelegten 
Ausdruckes— — 3 sei, also negativ; nun könnte man den 
kleinsten positiven Werth verlangen, hierzu brauchte man nur 
die Keihen P^, P^, P,, P3, . . . in beiden Fällen zu prüfen und 
man ersähe sogleich, dass der kleinste positive Werth in beiden 
Fällen =5 ist; und da im ersten Falle P^, und im zweiten P, 
den Werth = 5 hat, so sind die kleinsten Werthe von p 
nnd q, die den kleinsten positiven Werth des gesuchten Aus- 
druckes ergeben, j?^, 9«, oder p^^^ q^^^ oder n. s. f. im ersten 
Falle, nnd im zweiten: p^, q^, oder p,, g^, n. s. f.; mit Httlfe 
der oben stehenden Brflche erhält man also: p s 83, g = 1 1, 
oder p = 13291 , q ^ 1762 , . . . , oder = 1 1 , ^ = 2 , oder 
p 1843 , ^ 331 , oder n. s. f. 

Man versäume flbrigens nicht m bemerken, dass die Zahlen 
/(, die in beiden Fällen gefünden worden sind, 

nichts anderes sind als ' die ^ Glieder der Kettenbrftche, die 
die beiden. Worzeln der Gleiehupg . 

9a?» — 118» + 378 ^0. 

darstellen. 

Diese Wurzeln und also folgende 
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7+ j 

n 



1 

5 + 



8+-.- 



I 



6 + 



1 + 



3 " I " 



Ausdrücke, die man bis ins Unendliche durch einfache Wieder- 
holung der Glieder fortsetzen kann. 

Aus Vorstehendem ersieht man^ wie man : verfahren mnss, 
um die Wurzeln der Gleichungen zweiten Grades in Ketten- 
brttchen darzustelleiL 



Scbolie. 

41. Euler hat im XL Bande der »Neuen Petersburger 
Oommentarien« eine der vorstehenden Methode analoge ge- 
geben, nur ist er dabei von etwas anderen Principien aus- 
gegangen, um die Wurzel ans irgend, iifelcher nicht (juiulrati- 
schen Zahl in einen Kettenbruch zu verwandeln, und hat eine 
Tabelle hinzugeffigt, in Welcher far alle Zahlen bis 120 die 
Wurzeln in Kettenbrttcheü'diitgetheilt sind. Da diese Tabelle 
bei versehiedeoea Gelegenheiten ntttzlich sein kann, nament- 
lich fOr Lösung der unbestimmten' Angaben zweiten Gtades, 
wie man später sehen wird (§ YU), so glauben wir unseren 
Lesern einen Gefallen zu erweisen, wenn wir diese Tabelle 
hier mittheilen. Man wird bemerken, dass einer jeden Wurzel 
zwei Beihen ganzer Zahlen entsprechen: die obere ist die der 
, — P^J P^j — Pj , . . . , und die untere die der fi , /ij , 
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mithin 



oder 
woraus : 



ax — by = ac( — bß^ 
a{x — a)~b[y — ß] = 0', 
X — a b 

y — ß~ a 



Nun drücke man — in den kleinsten Zahlen aus und man 
b ^ 

erhalte so — , wo 6, und relativ prim zu einander sind, 



alsdann kann die Gleichung 

X — a _b^ 

nur bestehen, da x — a und y — ß ganze Zahlen sind, wenn 
X — ct==mb^^ y — ß = ma^^ wo m irgend eine ganze Zahl 
ist; also hat man allgemein: 

Avo Iii irgend eine unbestimmte ganze Zahl ist. 

Da man nach Belieben m positiv oder negativ nehmen 
kann, so ist es leicht ersichtlich, dass sich stets m so wählen 
lilsst, dass der Werth von x^ abgesehen vom Zeichen ^ nicht 

grösser sei als-^, oder y nicht grösser alsy^; hieraus folgt, 

dass, wenn die vorgelegte Gleichung , 

ax — by = c 

in g.anzen Zahlen lösbar ist, und man an Stelle von x 
alle positiven uud negativen Zahlen zwischen den Grenzen 

^- und - — ' einsetzt, man nothwendig auf einen Werth stossen 
2 2' ^ 

muss, der der Gleichung genflgt; ebenso wird man unter den 
ganzen positiven und negativen AVerthen zwischen und 




2 2 

einen Werth von y finden, der genügt. 

Auf diese Art kann man eine erste Lösung der vorge- 
Gleichuug finden, während die Formel alle übrigen 
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43. Will man aber nicht die soeben vorgeschlagene Me- 
thode des Heramtastens anwenden, ftenn sie dürfte oft sehr 
mühselig sein, so kann man die im ersten Kapitel von 
Eulera Algebra mitgetheilte gebrauchen; sie ist sehr einfach 
und sehr direct; man kann aber auch auf folgende Art ver- 
fahren. 

Man bemerke: 

Dass 1., wenn a und b nicht relativ prim sind, die Glei- 
chung in ganzen Zahlen nur dann bestehen kann, wenn die 
gegebene Zahl c ein Vielfaches des grössten gemeinsamen 
Theilers von a und b wftre ; nimmt man die Division als aus- 
geführt an, und bezeichnet die Quotienten mit a^y b^J e^j so 
hat man Äe Gleichung 

a^x—'b^y^c^ 

zu I5sen, wo a und b relativ prim sind. 

Dass 2., wenn man die Wertbe von p und q finden kanui 
die der Gleichung 

a^p — b^q=:±l 

genügen, man auch die vorstehende Gleichung lösen kann; 
denn multiplicirt man diese Werthe mit d^c^J so hat man 
Wertbe, die der Gleichung 

a^x — b^^^e^; 

genügen, d. h. mau hat 

Aber die Gleichung 

a^P — h^q = ±: X 

ist immer in ganzen Zahlen lösbar, wie das in No. 23 be- 
wiesen wurde;, um die kleinsten genügenden Werthe von p 

und q m finden, braucht mau nur den Bruch — nach der Me- 

tbode No. 4 in einen Kcttcubruch zu verwandeln und dann 

nach No. 10 die Beihe der gegen denselben Bruch ^ con« 

vergirenden Hauptbrüche herzuleiten; der letzte dieser Werthe 

5 

wird der fimch selbst sein, und nennt mau den vorletzten 

6* 
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P 

80 wird n«ch dem Gesete dieser Brttehe (No. 12} 

wo das obere Zeiehen gilt, wenn die Ordnungszahl Ton — 

gerade ist, und das untere Zeiehen, wenn diese Zahl ungerade 
ist. Sobiüd die Werthe von p und q bekannt sind, hat man 
zunftehst: 

und nimmt man nun diese Werthe für a und so hat man 
im Allgemeinen (No. 42) 

x=i±:pc^+mb^y y ^ zt. qc^ + ma^, 

Ausdrücke, die uotliwcudig alle möglieheii iiiisiiugen der vor- 
gelegten (Jk'iehung in ranzen Zahlen enthalten. 

Um übrigeuö keiueu Zweifel hinsichtlich der praktischen 
Anwendung dieser Methode übrig zu lassen, wollen wir be- 
merken, das«, obwohl die Zahlen n und h positiv und negativ 
sein können, mau öle doch immer positiv ;ninf^bmen darf, 
wenn man nur dem x eutgegeugesetzte Zeichen eitheiit, wenn 
a negativ, und dem wenn b negativ ist. 



Beispiel. 

44. Um von vorstehender Methode ein Beispiel zu geben, 
wollen wir die in No. 14 des ersten Capitels von Etiler^ Algebra 
gestellte Autgabe behandeln, wo es sich diirum handelte, die 
Gleichung 

39i? = 50(/-h 11; 

zu lösen; schreiben wir x statt p und y statt </, so haben wir: 

3935 — 56/7= 11. 

Wir machen also a = 39, 6 = 56, <$s=li; und da 
56 und 39 schon relatir prim zu einander sind, so haben wir: 
= 39, = 56, = 11. Man entwickele also den Bruch 

"h 56 

-i E= — in einen Kettenbrueh, und mache dazu (wie schon 

in No. 20 gcöcheheu), die folgende Rechnung: 
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39 56 
39 

17 



39 
34 



l 



2 



5 



17 

15 



3 



2 



5 
4 

1 



2 



2 2 
2 

0. 



Mit Hülfe der Quotienten 1 , 2 , 3 , . . . bilde man darauf 



und der vorletzte Brach — ist es, den wir aUeemein mit — 

ib ' q 

bezeichnet haben; so erhält man ^=23, r/=16; und da 
dieser Bruch der vierte und mithin ein geradzahliger ist, so 
muä» mau das obere Zeichen uehmen und erhält allgemein : 

iB= 23.11 -h 56m, 2/:=16.1l + 39w, 

wo m eine beliebige ganze positive oder negative Zahl sein 
kann. 



45. Die erste Lösung vorstehender Aufgabe verdankt mau 
Backet de MezirtaCy der sie in der zweiten Ausgabe seiner 
»Recreations mathematiques« unter dem Titel »Problcmcs 
plaisana et delectables, etc.« gegeben hat. Die erste Auflage 
dieser Arbeit ersoliieu 1012; aber <l:i wurde die fragliche 
Lösung nur angekündigt, und erst ia der Autlage von 1624 
findet man sie vollständig Bar1iet\ Methode ist eine sehr 
direote und sohr geistreiche und Iftsst in Hinsicht auf 
jßieganz und AÜgemeinheit nicht« zu wünschen übrig. 

Wir ergreifen mit Vergnügen diese ( Jelegenheit, dem Autor 
die ihm iu Hinsicht auf diesen Gegenstand schuldige Oe- 
rechtigJseit widerfahren zu lassen, denn wir haben bemerkt, 



die Brüche 



1, 2, 3, 2, 2, 



1_ 10 23 5R 

1 > 2 » I ' Itt * 3» ' 



23 



B em erkung. 
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das8 diejenigen, die dieselbe Aufgabe nach ihm behandelt 
haben, ihn gar nicht erwfihnen. 

In Kurzem ist folgendes !BaciM*8 Methode: Nachdem er 
gezeigt hat, wie die Lösung der Gleichung von der Form 

ax — hy = c, 

wo a und b relativ prim 8md, auf 

aal 6y — dz 1 

zurtickgefttlirt werden kann . |?elit er an die Lösnno^ dieser 
letzten (Ueiclmng und dazu sehreibt er vor, man verfahre 
mit a lind b gerade so, wie wenn man den grössten gemein- 
samen Theiler aufzusuchen habe (gerade wie auch wir thateu) ; 
dann nennt er c, d, &, /*,... die ans den Divisionen sich er- 
gebenden Reste und lässt etwa /" den letzten sein, der noth- 
wendig gleich 1 sein wird (weil a und h relativ prim sind), 
and macht, wenn die Anzahl der Beste eine gerade ist, 

€ti=hl , dc3il yh±L\ ^ 

h 

und diese letzten ß und a werden die kleinsten Werthe von 
X und // sein. 

Ist die Anzahl der Rente ungerade, und wäre etwa g der 
letzte Best = 1, so müsste man setzen 

f±\^i^, —J—^Sf ^ =d,... 

Man erkennt leicht, dass diese Methode im Grunde auf 
die des ersten Kapitels liinauskoinrnt ; aber sie ist weniger 
bequem, weil sie Divisionen v»'i'langt; die (ieometer tibrigens, 
die sich für diese Frage interessiren, werden mit Vergnügen 
in der Arbeit von Backet sehen, was er für Kunstgriffe ge- 
braucht, um zu der vorstehenden Regel zu gelangen, um da« 
raus die vollständige Lösung der Gleichungen ron der Form 

ax — by = c. 

herzuleiten. 
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§ IV. tfetliodaE um in gansen Z^Uen nnbetfiiiixiite QleioliaDgeii 
mit swd Unbekannten anfsnlöBen, wenn die eine der letsteren den 
ersten Grad niobt übersteigt und wenn die beiden Unbekannten 
Prodncte nur einer nnd derselben Dimension bilden« 

(Znsato snm III. Kapitel) 

46. Es sei die allgemeine Gleichung 

a + ^» + + 4- ^xy + f^^ + Q^^y + ää* 

+ kx^y + . . . = 0 

vor^eleg^, in welcher die Coeflici« iiteu b, . . . gegebene 
gauzc Zahlen und x und y zwei unbestimmte, gleichfalls ganze 
Zahlen sind. 

Drückt man y durch x aus, so kommt: 

^ c ex gx'^ kx^ , » . * 

mithin kommt die Aufgabe darauf hintuis, eine ganze Zahl 
för X zu bestinmieu, die den Zähler vorstehenden Ausdiucks 
durch den Neuner theilbar erscheinen lässt 
Es sei 

j> = a + + "i-f^-h Äa;* + . . . , 
q^e + ex-^- gx^ -\-kx^ . . . , 

nnd man eliminire x aus diesen beiden Gleichungen nach ge- 
wöhnlichen Kegeln der Algebra, so erhält man schliesslloh 
eine Gleichung Ton der Form: 

wo die Ooelfieienten . . . rationale ganze Functionen 

Yon bj Cj . . , sein werden. 

P 

Da nun y = — ^, so ist auch p = — qy; substituirt man 

diesen Werth von p , so kommt : 

A^Byq+Cq+Dfq^ — Eq^y + Fq^-^. . .=0, 

woraus erhellt^ dass alle Glieder, mit Ausnahme des ersten, 
mit q multiplicirt erscheinen; also muss die Zahl A durch q 
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thcilbar sein, sonst kuunten q und y nicht zugleich ganze 
Zahlen sein. 

Man sucht also alle Factoreii «1er s:aiizcn Zahl A auf und 
nimmt folj^wcise einen jeden dersellteu für f/; eine jede soleh^ 
Einsetzunt^ wird eine bestinuate (jleielning in x gebeUj d( r«Mi 
ratioTinle ^i'-tiize Wurzeln, falls solelie vorhanden sind, mim 
nach bekannten Methoden ;nifsncht; diese Wurzeln setzt mnn 
dann au Stelle von x und sieht nun zu, ob die resultirendeu 

AVerthe von p und n so beschaflen sind, dass sie — zu einer 

ganzen Zahl machen. Auf diesem Wege int man sicher, alle 
ganzen Werthe von x zn finden, die zugleich ganze Weithe 
von y in dem vorgelegten Ausdraek ergeben kennen. 

Hieraus erhellt, dass bei solchen Gleichungen die Anzahl 
von Lösungen in ganzen Zahlen stets eine beschränkte ist; 
ausgenommen einen Fall, der aus vorstehender Methode her- 
austritt. 

47. Dieser Fall tritt ein, wenn c, gj A , . . . gleich 0 sind, 
alsdann wird einfach: 

a-\- bx -\- dx^ -f- fx^ -\- hx^ -|- . . . ^ 



auf folgende Art muss man verfahren, um alle Werthe von 
X zu finden, die den Ausdruck 

a 4- + dx* -h f^^ -f hx* + ' . » 

durch c theilbar werden zu lassen: gesetzt, man habe eine 
ganze Zahl n gefunden, die dieser Bedingung gentigt; alsdann 
ist leicht ersichtlich, dass eine jede Zahl von der Form 
»dr/iü gleichfalls genügen wird, wenn fi eine ganze Zahl 

c 

ist; wenn ferner ^i^-z (abgesehen vom Zeichen von u und c), 
so kann man immer und sein Zeichen so bestimmen, dass 

c 

ndz fic<^— wird; und zwar kauu dieses nur auf eine ein- 

zige Art gcscheheu^ da n und c gegeben sind; heiöse nun 

c 

dieser Werth von ndz ^le^ der kleiner ist als nnd der der 

fragUchcu licdiuguug genügt, so hat man allgemein 

wo fi irgend eine Zahl bedeutet 
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HierauB sohlioBse ich, daas, wenn man folgweise in den 
Ausdrack 

an Stelle yon x alle positiTen nnd negatiTen Zahlen einBetat, 
die kleiner sind als -^^ nnd wenn man mit , ti,, . . . die- 
jenigen Zahlen bezeichnet, die den Ausdruck a~\-hX'^dx^-\-^ . . . 
durch c theilbar machen, alle anderen Zahlen, die dasselbe 
leisten, nothweudig in den Formen 

f m 

eniiialten sind, wo i^'j . . > irgend welche ganze Zahlen 

bedeuten. 

Hier kannte man verschiedene Bemerkungen einschalten, 
nm das Aufsuchen der Zahlen n^, n,, n^j - - - zu erleichtern; 
aber wir glauben uns nicht länger bei dieser Frage aufhalten 
zu mttssen, da wir dieselbe schon frflher behandelt haben in 
einer Abhandlung ^er Berliner Akademie von 1768, die 
den Titel fUhrt: Nonvelle M($thode pour rdsoudre les Probl^mes 
ind^termin^es*), Vergl. auch M^m. von Legendre »sur l*ana- 
Ivse ind^termin^e, im Recueil de l'Acad^mie des Sciences de 
Paris pour raunee 1785. 

48. Behandeln wir nun die Gleichung von der Form: 

ay'^ + + e^'^c^ + df^^a? A, 

in welcher a, fr, ^» • • • > ^ gegebene ganze Zahlen sind, und 
wo die Unbestimmten x und ^, die überall in derselben 
Dimension vorkommen, gleichfalls ganze Zahlen sein mflssen. 

Ich werde zunächst voraussetzen, dass x und y relativ 
prim und ausserdem auch y und h relativ prim sind; ich behaupte, 
man könne x = ny — hx setzen, wo n und x unbestimmte 
ganze Zahlen sind; denn, sieht man y und h als gegebene 
Zahlen an, so hat man eine in ganzen Zahlen nach der Me* 
thode des § III lösbare Gleichung, weil nach der Voraussetzung 
y und h ausser der Einheit keinen gemeinsamen Factor haben. 
Man setze diesen Ausdruck von x in die vorgelegte Gleichung, 
80 wird dieselbe: 



*l OSnvres de Lagrange, t II, p. 665. 



Digitized by Gdogle 



90 



J. L. Lagnnge. 



und man sieht^ dass alle Olieder schon dnnA ^ tlieilbar sind, 
ausgenommen das erste 

(a + 6» 4- en* + dn* + . . .)y^, 

Damit also die Gleichung in ganzen Zahlen bestehen könne^ 
muss auch der vorstehende Aosdruck durch h theilbar sein. 
Wir setsten aber vorans, dass h und y relativ prim seien; 
folglich muss 

selbst durch h theilbar sein. Also braucht man nnr nach 
der Methode der vorigen Nummer alle Werthe von n anlzn- 
snchen, die dieser Bedingung genügen; macht man für einen 
jeden dieser Werthe 

a 4- H- + «i»' + • • • = Äui, 

h-\-1cn+^dn^ + . . . = 5, 
c + ^dn + . . . = C, 

I 

so wird die vorgelegte Gleichung^ nach diesen Substitationen 
und nach Division aller Glieder durch h: ' 

Ay^ — B^-*x + Äay"*-*»* — . . . = 1 ; 

und da diese Gleichung eine in No. 30 behandelte Form hat, 
80 ist sie allen in § II gegebenen Methoden zugänglich, und 
man kann alle genttgenden Werthe von y und z finden. Diese 
Werthe sowie die von n sind also bekannt und man erhält 
allgemein: 

x=sny — hx. 

Wir setzten voraus, x und y seien relativ prim und ebenso 
y und hj diese Annahme ist erlaubt^ weil x und y unbe- 
stimmt sind; da aber diese Voraussetzungen nicht absolut 
nothwendig sind, so erflbrigt noch zu untersuchen, in welchen 
Fallen sie fortfallen. Angenommen also: 1. x nnd y hätten 
einen gemeinsamen Factor a; alsdann braucht man nnr in der 
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Yorgelegteii Gleicbnng ax^^ ay^ an Stolle von ia; nnd^ sn 
aetasen nnd dann ond als relativ prim ansnseben. Durch 
diese SnbsÜtution aber Verden offenbar alle Glieder des ersten 
Tbeiles der Gleichung mit mnltiplidrt erscheinen; also 

muss der zweite Theil h durch a"^ theilbar sein; daher kann 
mau für a nur die, in h enthaltenen Factoren nehmen, die 
sich in der ?yz-teii i'ith'iiz in demselben vorfinden. EiitbiUt 
nun h ktiuen Factor iu Jer ?»-teu Potenz, so k;nin mau sicher 
sein, daBs x und y uothwendig relativ prim sind. 

Eutliält h einen oder mehrere Factoren in der Potenz 
so muss man einen jeden ^nzelu oder eine Combiuatioii solcher 
für h nehmen, und man erhält ebenso viele verj-eliicdene 
Lösungen, indem man in einer jeden von ihnen und als 
relativ prim gegen einander betrachtet. 

Angenommen 2. // und h hätten einen gemeinsamen 
Theiler (i\ dann set/.e man ßy^ und ßh^ anstatt y und und 
sehe //^ und Jt^ aia relativ prim an. Durch solche Subötitu- 
tioneu werden alle Glieder des ersten Theiles, die 7/ enthalten, 
mit einer Potenz von ß nnütiplicirt erscheinen; nur das letzte, 
das wir mit gx^^^ bezeichnen Avollcn, und das kein y enthält, 
wird auch den Factor ß liicht haben. Da aber der zweite 
Theil h gleich ßh^ wird, wird auch gx^^^ dnrch ß theilbar 
sein; da nun y und x relativ prim sind, so kann x nicht 
durch ß theilbar sein; mithin muss es der Coeffieient g sein. 
Daraus schliesse ich, dass man folgweise für ß alle Theiler 
Yon g nehmen kann, nnd man wird, nach der Einsetzung ' 
von ßy^ nnd ßh^ statt y und h und nach Division der ganzen 
Gleichung durch ß wieder den Fall vor sich haben, wo die 
Unbesümmto uothwendig prim zu h^ sein wird, welches 
auf der rechton Seite der Gleichung steht 

§ y. Birecte allgemeine Methode, die Werthe yon x su finden, 

die Ausdrücke von der Form Va'\-hx-\- eo^ rational maoheni und 
die unbestimmten Gleiohungen zweiten Grades mit zwei ünbe- 
kannton in rationalen Zahlen zu ISsen, wenn sie solche Lösungen 

sulaesen. 

(Zusatz zum lY. Kapitel.) 

40. Angenommen zunächst, die bekannten Zahlen a, c 
seien ganze; wären sie Bruche, so brauchte man sie bloss auf 
einen quadratischen Nenner zu bringen und dann könnte man 



Digitized by Google 



92 



J. L. Lagrange. 



offenbar stets vom Neuner absehen; die Zahl x mag man ganz 
oder gebrochen annehmen, und man wird in der Folge sehen, 
wie die Angabe zu behandeln ist, wenn man nur ganze Zahlen 
zulässt. 

Es sei also 

Va + da? 4- CQ^ = 
und es folgt 

somit besteht die Schwierigkeit darin, den Ausdruok 

> 4c^* + — 4ttC 

rational zu machen» 

50. Angenommen allgemein, man habe die Grösse V^?/^ + B 
rational d. h. 

gleich einem Quadrat zu machen, wo A und B gegebene ganie^ 
positive oder negative Zahlen sind und y eine unbestimmte 
aber rationale Zahl. Wäre nun A oder B gleich 1 oder gleich 
einem beliebigen Quadrat, so wftre die Aufgabe durch die 
im IV. Kapitel gegebenen bekannten Methoden des Diophaatna 
lösbar, desludb sehen wir hier von diesem Falle ab, oder 
besser: wir wollen alle anderen Fftlle anf diesen znrttckAihren. 
Wftren ferner die Zahlen A und B durch irgend welche 
' Quadratsahlen theilbar, so könnte man auch von diesen Thei- 
lern absehen, d. h. man könnte sie fortschaffen, indem man 
statt A und B nur die Quotienten nimmt nach Division ihrer 
Werthc durch die möglichst grössten Quadrate; sei in der 
That u4 = a*yl, , und B = i^-B^ , so mflsste man A^ a^tf + 
in ein Quadrat verwandeln; dividirt man durch ß* und macht 

^ SS ^1 , so erttbrigt die Unbekannte so zu bestimmen, dass 

ein Quadrat werde. Hieraus folgt, dass, sobald ein Werth 
von y gefunden ist, der Ay^ Bin ein Quadrat verwandelt, 
man in A und B nur die quadratischen Factoren, die darin 
enthalten sind, fortzulassen, und danach den gefundenen Weiiih 

ß 

von y mit ^ zu multipliciren braucht, um die dem vorgelegten 

Ausdruck genügende Grösse zu finden. 
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51. Betrachten wir also die Form A if -h 5, in welcher A 
und B gegebene, durch kein Quadrat theilbare Zahlen seien; 

da y ein Brneh sein könnte, setzen wir V^^y wo p nnd q 

ganze Velfitiv prime Zahlen sind, womit der Bruch auf seine 
kleinsten Ziffern gebracht wäre; es muss also die Grösse 

ein Quadrat werden; also aucli Ap'^- -\- Bq' muas ein solches 
sein; mau hat alao die GIcichuug 

an lösen, wo |7, ^ und » ganze Zahlen sein sollen. 

Zunächst werde ich beweisen, dass q und A relativ prim 
gegen einander sein müssen, und ebenso zu B\ denn wenn q 
und A einen gemeinsamen Theiler hätten, so wäre das Glied Bq* 
durch das Quadrat dieses Theilers theilbar, während Ap'^ nur 
durch die erste Potenz dieses Divisors theilbar wäre, weil nnd q 
relaÜT ptim sind und A kein Quadrat als Factor enthält; 
folglich wäre Ap* -{-Bq* nur einmal durch den gemeinsamen 
Theiler von A und q theilbar; mithin kann diese Zahl kein 
Quadrat sein. Ebenso beweist maUi dass auch p und B keinen 
gemeinsamen Theiler haben können. 



Läsung der Okiehung Ap^ + Bif" m ganzen Zahlen, 

52. Es sei A^B; man schreibe die Gleichung 

Ajp^ = %^ — B(^ , 

und bemerke, daas, da ^, 9, und % ganze Zahlen sein sollen, 
^ — Bif durch A theilbar sein muss. 

Da nun A und q felaüy ^m gegen einander sind, so 
mache man nadi der Methode des § IV, lio. 48, 

Zsstnq — Aq^ , 

wo ?i und 7, zwei gauze unbestimmte Zahlen sind; dadurch 
geht die Form x,^ — Bq* über in: 

[n''^B)q' — 2nAqq,+Ä'ql 
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wo — B dnroh ^ theilbar sein miuis, ii^dem man Üii^n eine 
ganze Zahl uimmti die nicht grösser als jr- ist. 

Man setze also für n alle ganzen Zahlen kleiner als — ein, 

und findet man keine, die — B dureh Ä theUbar erscheinen 
Iftssi^ 80 findet man sofort, dass die Gleichung 

ulp* = ;?^« — Bq* 

nicht in ganzen Zahlen lösbar sei, und dass mithin die Grösse 
Ay^ -f- B niemals ein Quadrat werden könne. 

Findet man dagegen einen oder mehrere Werthe für die 
genügen, so setze mau sie folgweise für n ein und vollführe 
die Rechnung in folgender Weis<\ . 

Zuvor bemerke ich nur noch, daas es ftberfll^ssig wäre, 

A 

dem n grössere Werthe als ~ zu ertheilen; denn wenn n,, 

A 

n^f ^s»*** diejenigen sind, die kleiner als -r- sind und die 

n- — B durch A theilbar machen , so werden alle anderen 
Werthe von die dasselbe erreiclien lassen, in den Formen 
der No. 47 des § lY enthalten sein: 

und setzt man diese Wei*the anstatt n in die Form 
{n^ — BI)q^ — 2nAqq^+A^q\, d.h. (nq — Aq^)^ — Bq^^ 

so erhält man ofitenbar dieselben Besultate, als wenn man nur 
, n^f »3, . • . anstatt n setzte und den q^ die Grössen zp (i^q, 
ft^q^ ^ifi^q hinzuffigte,. so dass, da q eine unbestimmte 

Zahl ist, diese Substitutionen keine anderen als die durch 

einfache Einsetzung von n^, n^, • • • erhaltenen Ausdrücke 

ergäben. 

53. Da nun — B durch A theilbar sein muss, so sei 
der Quotient dieser Division, so dass JlA^ s li* — JB; und 
die Gleichung 

Ap^ r=^7(> — Bq^ = («* — B)q^ — 2nAqq^ + 4'?? , 

mrd nach Division durch A übergehen in; 

p'^ = A^q^ — %nqq^ +Aq\, 
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wo notkwendig kleiner als Ä sein wird, weil A= — - — und 

A A 

weil B<^Af und n nicht 

Wenn nun 1. A^ ein Qnadrat ist, so ist diese Gleiehtmg 
offenbar durch bekannte Metlioden zu lösen und man wird 
die einfaebste Ldsung erhalten, indem man = 0, q~i ujid 

jf = yA^ yetzt. 

"W'ciiii 2. keiu Quadrat ist, so sehe mau zu, ob es 
kleiner als B ist oder wenigstens ob es durch irgend ein 
Quadrat so theilbar erscheint, dass der Quotient, abgesehen 
vom Zeichen, kleiner als B wird; alsdann multiplicire man 
die ganze Gleichung mit -4^, und man erhält, weil AA^^ — = 
— B ist 

AP^ = ^ — Mi)* — Bq] ; 
es muss alsdann 

ein Quadrat sein; dividirt man also durch und macht 




imd A^ = Cj so miiss man 



By^, + 0 

in ein Quadrat verwandeln, und diese Form ist analog der 
in No. 50. Wenn nun G einen «juadratisehen Factor enlr 
hält, so kann man denselben fortlassen, wenn man be- 
achtet, dass man später den gefundenen Werth von y^ mit y 
zu multipliciren hat, um den wahren Werth zu erhalten; man 
erhfilt so eine Form, die mit der in No. 51 stimmt, mit dem 
Unterschiede bloss, dass die Coei&cienten B und € hier kleiner 
sein werden, als die Ooeficienten A und B dort 

54, Wenn aber A^ nicht kidner ist als B und es auch 
nicht werden kann durch Division durch den grössten in ihm 
enthaltenen Quadratfaetor, so mache man q^vq^-{-q^\ 
setzt man diesen Werth in die Gleichung ein, so geht sie 
Uber in: 

wo 



n^ssn — vA^, und A^ss,A^p* — 2*i«'4--4 = 
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Man wird son, was immer mö^eh ist, die ganze Zahl v 
80 bestimmen, dass , abgesehen vom Zeichen, nicht grösser 

A 

als ist, und (laim wird offenbar ^ Ideiner als sein, 
* ^ ß 

weil .4, =t — •— j und weil J?ä oder ^Ij, und = oder 

Man wird also hier dieselbe Ueberlegung anstellen, wie 
in der vorigen Knmmer, und wenn A^ ein Quadrat ist, wird 
die Lösung schon vorliegen; ist A^ kein Quadrat, aber kleiner 
als B oder wird es kleiner als B nach Divisiou durch ein 
Quadrat^ so moltiplicire man die Oleiehung mit und^ in» 

dem man - == und \ Q macht, wird die Form 

ein Quadrat sein uiflssen; die Coefficienten B und C (nach 
Entfernung ^iiudi atischer Divisoren, falls solche vorhaiideu 
sin»l) werden kleiner sein als die (joefticienten der Form 
Aij' -|- 2^ in No. 51. 

Wenn aber diese Fälle nicht eintreten, wird mau, wie 
oben, Y, =1^19^+9, machen und die Gleichung geht über 
in folgende: 

n\ — B 



fi,»ri», — p^A^^ QBd A^^A^v{— %n^v^ ^ A^ 



Man wird also Air ehie ganze Zahl nehmen, so 

dass fig nicht grösser als wird, abgesehen v<Hn Zeichen; 

uuii da B nicht grössev als (Vorauböcizuugy, so folgt aus 
der Gleichung 

^ — ir^ 

dass < ^<?u^ wird; und aus diesem Gnrnde kann man 
die reberiegungen vou vorhin jetit wiederholen and ahnliche 
^hlOsse sieben, n. s. ü 
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D& nun die ZaBlea A^, A^, • • - abnehmende 
R^e ganser Zahlen bilden, so es klar, dass man bei 
•FortsetEung dieser Reihe nothwendig auf einen Werth kleiner 
als B Stessen muss; und wenn wir diesen mit G bezeichnen^ 
so muss, wie oben gezeigt i8t, die Form 

ein Quadrat werden; durch das angezeigte Verfahren kann 
man sicher sein, die Form Ay'^ B mi eino andere, ein- 
fachere, wie i?//? + ^ zurflekzuführen, wenigstens dann, wenn 
das Pro))Iem überhaupt lösbar ist. 

5 5. F'.benso wie man die Form + ^ auf Byl-^- C 
zurückgeführt hat, kann diese letztere auf 

"WO D<C.C ist, gebracht werden, n. s. f. ; da nnn die Zahlen 
Af Bf C, i>, . . . eine abnehmende Reihe ganzer Zahlen bildet, 
80 kann sie nnm(^lich bis ins Unendliche fortgehen, das Ver- 
fahren findet yielmehr ein Ende, Lfisst die Aufgabe keine 
Lösnng in ganzen Zahlen zu, so gelangt man doch stets zu 
einer Gleichnng wie in Ko. 53, wo einer der Ooefficienten, 
wie A , ein Quadrat sein wird, 80 dass die bekannten Methoden 
Anwendung finden; ist aber diese Gleichnng gelöst, so kann 
man zorfle^ehend folgweise alle vorhergehenden Gleichungen 
Idsen bis zur ersten 

Ap^ + Bq^ = »\ 

9 

Wir wollen nun ein Beispiel zur Verdeutlichung der Me- 
thode geben. 

1. Beispiel. 

56. Es soU ein rationaler WerÜt von x ffefundm werden^ so 
4088 der Auadruck 

ein Quadrat werde. (Siehe Kapitel IV, Nr. 49 von EuUr% 
Algebra.) 

Jetzt ist a=l f 6 = 15, c = 13; mithin 

4ö = 4.13 und 6* — 4acÄ — 139, 

Oftwaid a lüasiiiker. 10$. 7 
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so dass man, mit // die fragliche Quadratwurzel bezeichnend, 
4.13?/* — 1 39 zn einem Quadrat machen muss ; es ist ^4 = 4 . 1 3 
und B= — 139, woraus ersichtlich, dass A durch die Quadrat- 
zahl 4 theilbar ist; man lässt die 4 fort und nimmt einfach 
^1 = 13; aber später versäume man nicht, den gefundenen 
Werth von y durch 2 zu dividiren (No. 50). 

P 

Man setze nun ?/ = — , und erhält 

13^;*— 139$* =;t*, 
oder, weil 139 > 13, ?/ = — ^um 

— 139_p» + 13^» = ^;' 
zu erhalten, welche Gleichung wir 

— 139;)* =^^* — 13</*. 

schreiben. 

Man setzt (No. 52) z = nq — 139^,, und filr n nimmt 

139 

man eine Zahl, die nicht grösser ist als — ^— , also <^ 70, so 

dass w' — 13 durch 139 theilbar wird; ich finde w = 41, wo- 
raus sich 7i* — 13 = 1668 = 139.12 ergiebt; macht man 
nun die Substitution und dividirt alsdann durch — 139, so 
erhält man die Gleichung 

i?* = — 12r/ 4-2.4155, — 139gJ. 

Da nun — 12 kein Quadrat ist, so erfüllt diese Gleichung 
noch nicht die geforderten Bedingungen; und da 12<I 13 ist, 
so multiplicirt mau die ganze Gleichung mit — 12 und erhält 

_12;;»=:(_125+4l5,)*— I35J, 

und verlangt nun, dass 13 5* — 12;?* ein Quadrat sei, oder, 
indem man - = ?/ setzt, dass 

132/J — 12 

auch eins sei. 

Man sieht also, dass man nur = 1 zu machen brauchte ; 
wir aber nur zufällig diesen Werth erhalten, so verfolgen 
liechnung nach unserer Methode, bis wir einen Aus- 
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druck erhalten, der den gewöhnlichen Methoden zugänglich 
erscheint. Da 12 durch 4 theilbar i«^t, so lasse ich diesen 
Factor fort, eingedenk dessen, dasä später mit 2 zu mul- 
tipliciren ist; ich muss also l^yl — 3 in ein Quadiat ver- 

■ 

wandeln, oder, indem ich y^—— seise, 

s 

(wobei noch r und s relativ prime Zahlen sind, so dass der 
r 

Bruch — bereits auf seine kleinsten Ziffern gebracht erscheint, 

5 p 

ebenso wie ~)> es sei die Wurzel =»j, so kommt: 

und wir setzen z^=^m8 — 135^, wo m eine ganze Zahl ist, 

13 

nicht grösser als d. h. <^ 7, und so, dass m* + 3 durch 

13 theilbar sei; ich finde w = 6 und deshalb -f- 3 
= 39 = 13.3; substituirt man nun %^ und dividirt die ganze 
Gleichung durch 13, so kommt: 

Da der Coefficient von , 3 , weder ein Quadrat ist noch 
kleiner als der Coefficient von 5*, so macht man (No. 54) 
s = jus^ 4- , und durch Einsetzung desselben wird die traus- 
formirte Gleichung: 

* 

r«s=3^J — 2(6 — 3iM)^,Sj + (3^t* — + 13)sJ; 

3 

nun bestimmt man (i, so, dass 6 — 3jU nicht grösser als ~ 

4 

sei; man muss also offenbar a— 2 setzen und erhält Ö — 3^t = 0; 
und die Gleichung wird nun .. 

r*=34 + «:, • . : ..: 

und ist, wie man sieht, in die geforderte Form gebracht, da 
der Coefficient des Quadrates der einen der beiden unbe- 
stimmten Grössen auch eiu Quadrat ist. 

Um also die einfachste Lösung zu erhalten, macht man 
= 0, = i und r = 1 ; also ist s =^ (.i = 2 und mithin 

7* 
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r 1 

^1 SS — = — ; da aber y^ mit 2 moltiplicirt werden muss, so 
kommt = 1 ; rückwärts weiter gehend, wird ^ r= 1 ; also 
q^s=p\ also wird die Gleichung 

— 12 i>« =(— 12q + 41 jj* ISjf 
flbeigehen in 

und 

— 123 + 41i?=i;, d.h. 122 = 40i>; 

also idt: 

— 1 1? — 1^ 

• 5 
und weil y durch 2 dividirt werden muBS , 2/ = x-; dieses wird 

die Wurzel der vorgelegten Form 7 + 15a?+ 13 x* sein; 

25 

setzt man letztere Grösse = — so findet man durch Auf- 
tösnng der Gleichnng: 

woraus 

19 - 2 
x^^~ oder 

Man hatt0 auch 

— 12g4-41j?Ä — p 

ff 21 

nehmen können und erhielte y = ~ = — , tind durch 2 divi« 

21 . P . 

dirt: 2/ = -r^> setzt man 
^ 12' 



7 + 15aJ+ 13 



SO kommt: 



folglich 



26«+ 15 = d:?^; 



21 ^ 3 
= — — oder = — — . 
52 4 
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Wollte man andere Werthe für x haben, so brauchte man 
nur andere Löätingen der Gleichung 

au&asuchen, und diese ist nach bekannten Methoden K^abar; 
Dian kann aber anch, sobald man nnr einen Werth von x 
kennt, alle fibrigen genügenden Werthe von x erhalten dnrch 
Anwendung der im Kapitel IV von JSMers Algebra aus^nander- 
gesetzten Methode. 

Bemerkung» 

57. Angenommen, der Auadrnck a + öa;+ ca?* werde gleich 
einem Quadrat , sobald x = f ist, so dass 

folglich 

a = 9' — hf—cP\ 

setzt man diesen Werth in den vorgelegten Ausdruck, so 
kommt: 

Nimmt mau nun g -\- m {x — f) als Wurzel dieses Aus- 
druckes, wo m eine unbestimmte Grosse ist, so hat man die 
Gleichung 

d. h., wenn man beiderseits anfhebt nnd dann dnreh x — f 
dividirt: 

5 + c(a; + =* 7.mg + [x — f], 

woraus 

fm^ — 2 gm -^-h cf 

Oflenbar muss wegen der Uubestimmtlieit von ni dieser Aus- 
druck alle Werthe von x enthalten, die den gegebenen Aus- 
druck zu einem Quadrat machen; deuu welches auch das 
Quadrat sei, dem dieser Ausdruck gleich sein könnte, stets 
kann die Wurzel aus dieser Zahl durch g -\-7n[x — f) dar- 
gestellt werden, wo m einen passenden Werth erhält. Hat 
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Buui also B«eh der oben daigestellten MelMe «isen genügen- 

den Werth von x gefondeii, so brntHslit mm denaelbeii av 

fttr /* zu nehmen und fllr g die Wmrsel ans der sieh daraus 

ergebenden Quadratzahl; ^ vorstehende Formel wird alle 

die flbrigen möglichen Werthe von x ergebe]^. 

5 f 
Im verhelf ehenden BeU|Miel islifss — ivad a; » — - getodon ; 

5 2 
also wird man ^»r- nnd — ^ setaen nai erhilt: 

3 3 

^"^ . 3(m«— . 13j ~' 

dieses ist der allgemeine Aisdnick flDr alle rationalen WerUie 
von x^ die den Ausdruck 7 -|- 15j; -|- i3a;* lu einem Quadrat 
machen. 



2. Beispiel. 

58. Es sei femer ein rationaler Werth von y x/u finden, 
der 23 2/* — einem Quadrat marht. 

Da 23 uud 5 duicli keine Quadratzahl tkeilbar :imd, ist 

keine Reduetion ndthig. Daher setzen wir und ver* 

langen, dass 23;;^ — hq^ gleich einem Quadrat werde; 
man erhält also die Gleichung: 

Man setzt also % — nq — 23 und nimmt fttr n eine 

23 

ganze Zahl nicht grösser ^ > ^ + ^ dureh 23 

theilbur sei. Ich finde n — b^ woraus -4- 5 = 23.3, und 
dieser Worth von n ist der einzige, der die veilaugte Eigen- 
scliaft hat. Bnhstituirt man also — 287j für und divi- 
dirt die ganze Gleichung durch 23, so kommt: 

^*r«'39» — 2.879t-f-23?J, 

und hier ist der Coefficient 3 bereits kleiner als der Werth 
von 7?, welches, abgesehen vom Zeichen, gleich 5 ist. 

Man multiplicirt also die ganze Gleichung mit 3, und erhiUt; 
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80 das8, indem man ^ = ^ Ansdruck 

ein Quadrat werden soll, wo die Ooeffieienten 5 and 3 keinerlei 
Bedaotion zulassen.. 

Es sei nun p^=ss:- und s sind relativ prim, wälueud q^ 

8 

und p ea nicht zu sein brauchen), alsdann muss — 5r* + 39* 
ein Quadrat werden; nennt man die Wurzel x^, so hat man 

— 5r« + 3Ä» = «J, 

und hieraus 

— 5r« = Äl — 3««. 

Man nimmt also z^=m8 '^h8^, und ftkv m eine ganze 

5 

Zahl, uielit gjrüsser als — und so, dass — 3 duich 5 tbeil- 

bar sei; aber dieses ist iinmOglich, denn man könnte nur 
m=\ oder m = 2 setzen, was m* — 3 = — 2 oder = l 
ergäbe. Es mnss also geschlossen werden, dass die Aufgabe 
unlösbar sei, d. h. der Ausdruck 23y* — 5 kann niemals ein 
Quadrat werden, was man auch für. y einsetzte. 

Zusatz« 

&d. Hätte man eine beHehige Gleiehuilig zweiten Gradea 
mit zwei Unbekannten wie 

a-i-bx + ey + dx^ + exy + Q, 

und wollte man die rationalen Werthe von x und y finden, 

die diesem Ausdruck genügen, so küuutc mau seinen Zweck, 
wenn die Au%ube lösbar ist, nach der vorstehenden Methode 
erreichen. 

Drückt man nämlich y durch x aus, so hat mau 

2fy-^ex + o = Y(o ^ex]^ 4f{a feic + dx*}, 

oder indem mau a=^c^ — 4a/', ß = 2cc — 46/*, y = e* — ^df^ 
setzt, 



Digitized by GoOgle 



104 



J. L. Lagrange. 



so dass die Aufgabe darauf reducirt erscheint, Werthe von x 
zu iindeu, die den Ausdruck ya-^-ßx-^yx^ ratioual machen. 



GO. Wir lia])en diese Aufgabe in einer etwas anderen 
Art schon behandelt in den AUmndlungcu der Berlimr Aka- 
demie vom Jahre 1767*], und wir glauben zuerst eine directc 
von allem Ilerumtasten freie Methode zur Lösung der unbe- 
stimmten Gleichungen zweiten Grades gegeben zu liaben. 
Der sich hierfür interessirende Leser wird jene Abhaudlungen 
zu Rathe ziehen können i er Avird dort neue und wichtige 
liemerkungen finden zur Aufsuchiuis: der ganzen Zahlen, die 
für 71 genommen den Ausdriiek '/r — B durch A theilbar 
maclien, wo A und B gegebene Zahlen sind. 

In den Abhandlungen vom Jahre 1770 ff. findet man aiicli 
Untersuchungen über die Form der Theiler der durch — B(f 
dargestellten Zahlen; so dass man aus der Form von A selbst 
zuweilen die Unmöglichkeit einer Lösung der Gleichungen 



wo Ay* + B ein Quadrat ist) erschliessen kann**) (No. 52). 

Legendre hat sich später in der in No. 47 citirten Abhaud* 
lang mit den allgemeinen Bedingungen der Lösbarkeit oder 
Unlösbarkeit der unbestimmten Gleichungen zweiten Grades 
bescbftitigt und hat folgenden bemerkenswerthen Lehrsatz ge- 
funden : 

Die Gleichung aa;' + ^y* = welcher a, 6, c po- 

sitive, relatiT prime Zahlen ohne quadratische Factoren sind, 
ist l((sbar, wenn man drei ganze Zahlen ^i, v finden kann, 



Bemerkung. 



TS 



welche die drei Grössen 



zu 



b 



ganzen Zahlen machen. 



*) (Eones de Lagrange, t. II, p. 377. 
**) (Euvres de Lagrange, t II, p. 581. 
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§ YL Doppelte und dreifache Gleichheiten. 

61. Wir wollen hier mit wenig Worten die zwei- und die 
dreifachen Gleichungen behandeln, die sehr hänfig in der 
Diophantiachen Analyse angewandt werden nnd fiBr deren 
Lösung dieser grosse Qeometer und seine GommentatOren 
besondere Regeln geben zu mfissen glaubten. 

Hat man einen Ausdruck mit einer oder mehreren Un- 
bekannten einer ganzen Potenz, iBinem Quadrat oder Oubus 
etc. gleich zn machen, so nennt man das in d^r Analyse des 
Diophantns eine einfache Gleichheit; und wenn man zwei 
Ansdrfleke, in denen dieselbe oder dieselben Unbekannten 
vorkommen, einer ganzen Potenz gleich werden lassen sol^ 
so spricht man von einer zweifachen Gleichheit^ n, s. f. 

Bis jetzt haben wir gesehen, wie man die einfachen Gleich-* 
heiten lösen muss, in denen die Unbekannte nicht höher als 
im zweiten Grade vorkommt, man also nnr Quadrate zn 
bilden hai 

Wollen wir nun zusehen, wie man die zweifachen und 
dreifachen Gleichheiten derselben Art behandeln muss. 

62. Es sei zunächst folgende zwei^M^he Gleiohbeit vor- 
gelegt 

a-j^bysss einem Quadrat und e + dx= einem Quadrat^ 

wo die Unbekannte x nur im ersten Grade yorkommt 
Setzt man 

a-^-bxs^f^f c + dx = u^f 
und, eHminiit x aus beiden Gleichungen, so kommt: 

ad — besssdf^ — 6m*; 

mithin: 

dt'^ = bu^ + ad — bCj und {dt}* = dbu^ + {ad — bc]d; 

so. dass die Schwierigkeit darauf zurflckgefQhrt ist, einen 
rationalen Werth von u zu finden, so dass dbu^ +ad^ — [bed 
ein Quadrat werde. Diese einfache Gleichheit wird man nach 
der soeben beschriebenen Methode lösen, und, da alsdann u 
bekannt ist» wird man 

«*• — c 

X = ' 

setzen. 
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Wenn die zweifache Gieickheit 
ax^ + bx = einem Quadrat, cx^ dx = einem Quadrat 

1 

gefordert würde , uo branehto man nur sc s= zu setzen 

und beide Oleiehnno^en mit zu multlpUciren und erhielte 
folgende zwei neue Gleidiheiteu: 

a + bx^^ einem Quadrat und « + dx^ = einem Quadrat^ 

und diese sind den voiigcu uhülieli. 

Man kann also im Allgemeinen alle zweifachen Gleich- 
heiten lösen, in denen die Unbekauiite den ersten Grad 
nicht übersteifft, sowie diejenioren, wo die Unbekannte in allen 
Gliedern vorkuuimt, ducli niclit kuliui als in der zweiten Potenz; 
andere aber, wenn mau Gleichheiten von folgender Form hat: 

a -i- bx -i- cx^ = einem Quadrat, 
a+.ßx + ya^ — einem Quadrat. 

LöBt man die erste dieser Gleichheiten nach unserer Me- 
thode und nennt f den Werth von der a + bx-^ 
einem Quadrat macht, so hat man allgemein nach Nq. 57 

— 2 /7 m -{-h -\-r (\ 

X ^» T \ 

rnr — c 

und setzt man diesen Werth von x in den anderen Ausdruck 
a + + ya^ ein, und multlplieh't darauf mit (m' o)*, so 
bat man die Gleichheit 

Of{w* — <?)• + ß[m^ — e) {fm* — 2 gm -f -f- c/* 

= einem Quadrat zu iö^en, wo die Unbekannte m in der 
vierten Potenz vorkommt. 

Bis jetzt aber hat mau keinerlei allgemeine Kegel, diese 
Art von Gleichheiten zu lösen, und man kann nicht mehr 
thiin, als folgweise yerschiedene Ldsungen finden, sobald man 
eine kennt (s. Kapitel IX). 

63. Wenn die dreifache Gleichheit vorliegt: 
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*f> 6^ sae' dnem QnadTtt, ex -\- dy = einem Quadrat, 
hx-^' ky = üiuem Quadrat, 

so setze man: 

' ax + t- f cx dy = u^f hx 4- A;^ = , 

eümüiirt man a; und ^ aus diesen drei Gleichungen, so 
kommt: 

{ak — bh]u^ — (ck — dh]t* =^ (ad — cb )s* ; 
a 

so dass, wenn man — s it setit, die Schwierigkeit nur noch 

darin besteht, die einlache Gleichheit 

*ak — hk , ek — dh . , ^ 

— p — , =■ =:= einem Quadrat 

ad — cb ad — eb 

* 

zu lösen, und dieses fitUt, wie man sieht, in unsere allgemeine 
Methode* 

Hat man den Werth von z gefunden, so hat man u = iz 
und die beiden ersten Gleichungen ergeben 

d — bx>^ az* — c ^, 

X sss — ^ y = — t^, 

ad — CO ad — cb 

Enthielte aber die dreifache Oleiehheit eine einzige Ver- 
änderliche, so gerietlie man in t iiie Gleichheit, in der die 
Uübekaniite in der vierten l'oteiiz vorkommt. 

Oti'eubar kann dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt 
werden, indem man ^ = 1 setzt, so dass man 



ax^ — c 



ad — cb. 
und folglich 

=s= einem Quadrat. 

erhält. Nennt man nun f einen der Werthe von z , die der 
vorstehenden Gleichheit genügen, und setzt man zur Abkürzung 

ak — bh , ^ ,1, /xT r -T\ 

— — = e, so hat mau im Ail^emeiuen [No. 57J 

ad — cb 

fm* — %gm + ef 

^ — — s • 

nur — 6 
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Snbstitiiirt man diesen Werth vOn % in die letzte Gleiobheit 
und mnltiplicirt dieselbe dmeh das. Qaadrat — e, so er- 
hSXt man 

WO die TTnbekannte wie ersichtlich, auf den vierten 
Grad steigt. 

§ VIL Direote allgemeine Methode, alle Wertbo von y in 

ganzen Zahlen sn finden, welohe OrSssen von der Fom y^y*+-B 
rational machen, wo A nnd B gegebene ganse Zahlen sind; 
sowie alle . mdgliohen Lösungen der nnbestünmten Gleiohnngen 
sweiten Grades mit zwei Unbekannten in gansen Zahlen, 

(Zusatz zam VI. Kapitel.) 

64. Obwohl die in § y gegebene Methode genügt, um £e 
allgemeinen Formeln anfznstelien, die aUe rationalen Wertfae 
von y, die den Ansdmek Äy^ + B gleieh einem Quadrat 
werden lassen, ergeben, so versagen diese Formeln, wenn man 
für y ganze Zahlen fordert; deshalb mfissen wir hier eine 
nene Methode entwickeln, um die Au%abe in ganzen Zahlen 
zu lösen. 

Es sei also 

und, da A lind B ganze Zahlen sein sollen und auch y eine 
ganze Zahl, so muss offenbar auch x eine ganze Zahl sein; 
man hat also in ganzen Zahlen die Gleichung 

x* — Ay* = B 

zu Idsen. 

Ich beginne mit der Bemerkung, dass, wenn B durch keine 
Quadratzahl theilbar ist, y nothwendig relativ prim zu B sein 
muss; denn hatten y und B einen gemeinschaftlichen Theiler 
so dass y^ay^J und BssaB^^ so wäre 

woraus folgt, dass x durch a theilbar sein müsste; da aber er 
weder ein Quadrat noch durch ein solches theilbar ist (Vor- 
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aussetzung), weil a Factor von B ist, so muss x durcli a theil- 
bar sein; setzt man XT=ax^j so kommt 

a*x\ = a*Ay\ + aB^, 
oder, indem man durch a dividirt: 

woraus folgt, das» auch durch a theilbar sein müsste, was 

gegen die Voraussetzung verstösst. 

Also nur ^\ enn B quadratische Factoren enthält, kann y 
mit B einen gemeinsamen Theiler haben; es ist aber aiiö der 
vorstehenden Beweisftihnmg leicht ersichtlich, dass dieser ge- 
meinsame Theiler von y und B nur die Wurzel eines der 
quadratischen Factoren von B sein könnte, und dass x den- 
selben gemeinschaftlichen Factor wird haben müssen ; alsdann 
wäre die ganze Gleichung durch das Quadrat dieses gemeiu- 
schaftlidit n Theilers von Xj y und B theilbar. 

Hieraus schliesse ich: 

1. dass, wenn B duich kein Quadrat theilbar ist, y und B 
relativ prim sind; 

2. dass, wenn B durch ein einziges Quadrat a* theilbar 
ist, y relativ zu B oder durch a theilbar sein könne, woraus 
sich zwei gesouib'rt zu untersuchende Fälle ergehen; im ersten 
Falle wird mau die Gleichung 

x*--Ay^ = B 

4dBen, indem man y nnd B relativ prim Tori^nssetKt; im zweiten 
wird man 

lösen, wo B, während anch y nnd relativ prim sind; 

dann aber müssen später die für y und x gefundeucu Werthe 
mit a multipliclrt werden, wenn man die der vorgelegten 
Gleichung genügenden Werthe erhalten will. 

3. dass, wenn B durch zwei verschiedene Quadrate a* 
und ß'^ theilbar ist, mau diei Fälle zu betraelit*'u liaben wird: 
im ersten wird man die Gleichung lösen, iiHlt iu man y und 
B als relativ prim ansieht; im zweiten wird man gleich- 
falls die Gleichung 

x^^Ay^=^B,, 
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in der B^:=^^^ löseu , wenn mau y uud B^ als i*elativ prim 

Yoranssetst, und man wird später die Werthe von x nnd y 
nat a mnltiplioiren; im dritten Falle wird man. ^e Gleichung 

lösen, wo B^ = -ß^y falls y und B^ relativ prim sind, und man 

wird siKiter die Werthe voü x und y mit ß multipliciren. 
4. U. s. w. 

Mau wird also immer soviel verschiedene Oleichungen zu 
lösen haben, als B quadratische Factoren enthält; aber diese 
Gleichungen werden alle dieselbe Form haben 

— Ay* = B, 

und y wird anek Btets relativ piim la B Bein. 
65. Betraehtea wir also allgemeia die OkMung 

wo y und B relativ prim sind; da x und y ganze Zahlen sein 
sollen, so miiss — Ay* durch B theilbar sein. 

Nach der Methode des § lY (No. 48) setze man x^ny — Bx 
und man erhält die Gleichung 

(n* — A)y* — 2nBy» + = B, 

aus der er^ichtiicii, dass das Glied {n* — A)y^ durch i? theil- 
bar sein muss, da alle anderen Glieder es ohnehin sind ; da 
nun y nnd B relativ ^im sind, so muss — A durch B 

B 

Division durch B: 

Oy' — 27iyz + Bx^ « 1; 

diese Gleichung ist aber einfacher als die voigelegte, da 
das zweite Glied gleich der Einheit ist. 

Man wird also die Werthe von n suchen , die »* — A 
durch B theilbar werden lassen ; nach No. 47 genllgt es itirn 
alle ganzen positiven und negativen Zahlen zü versubhen, die 

nicht grösser sind als t wenn man unter diesen keine 



ff — 

theilbar sein; macht mau uuu ^ — = so kommt nach 
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findet) die ^enttgt^ so 'achUeset man zunächst, dMS — A 
Bioht dtirok B theilbar sein kGnne und dass die To^^egte 
Qietekong nicht in g anaen Zalden Idsbar aeL 

Findet man dagegen auf diesem Woge euien t)der mehrere 
Werthe, die genUgen, wo nimmt man ^ folgweise fttr n nnd 
erhalt dadwch eben sonel vemehiedene Gleiehlingeii, die ttuui 
l^eaondeirt an behandeln hat und deren eine jede eiM oder 
miehrere Ldsimgen der vorliegenden Anfgabe wird geb^ 
können. 

Von di^ Werthen, die grdsaer als -(jB sind, kann man 
absehen, weil sie keine neuen Gleiehnngen ergäben, die Ton 
denen mit einem n kleiner als abwichen, wie scdehes schon 
in No. 52 erörtert wnrde. 

Da übrigens die Bedingung, durch welche man n be- 
stimmen muss, darin besteht, dass — A durch ij? theilbar 
sei, so kann oftenbar ein jeder Werth von n sowohl positiv 
als negativ sein; es wird also hinreichen, für w alle ganzen 

Zahlen, die nicht grösser als y sind, anansetaen nnd alsdann 

die geniiereiuleii Werthe von 7i zu nehmen, sowohl mit dem 
Plus- als mit dem Minus-Zeichen. 

^y\v haben anderswo Regeln gegeben, um die Aufsuchung 
der Werthe von n, die der Aufgabe genflgen, zu erleichtern, 
Regeln, welche diese Werthe in einer grossen Zahl von Fällen 
a prion zu finden gestatten. (Siehe Berlmer Jbhandktngm 
Ton 1768, 8eite 194 und 274*). 

Auflösmig der (Mekhmg Cy^ — Inyx + Bx^ aes 1 m gcmxm 

Zahhn. 

Uan kann diese Gleichung nach zwei Tersobiedenea Me- 
thoden, die wir entwickeln wollen, aufldsen. 

Erste Methode. 

66. Da die Grössen (7, B, sowie die Unbestimmten y 
nnd z ganze Zahlen sein sollen, so wird dci Ausdruck 

öy* — 2nyjc + Bz^ 

•) CEnvres de Lagrange, i II, p. 377 und 655. 
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stets gleich einer ganzen Zahl sein; also wird der kleinste 
Werth gleich 1 sein, wenn nicht gleich Nnll, was nor ge- 
schehen kann^ wenn der vorstehende Ansdmck sich in zwei 
rationale Factoren zertheilen lässt 

Da aber dieser letzte Fall gar keine Schwierigkeit dar- 
bietet, so wollen wir Yon ihm absehen nnd es erttbrigt nur 
zn untersuchen, welche Werthe Ton y nnd » die fraglich^ 
Grösse so klein als m(^lich ansfiülen lassen; ist das Miiünram 
gleich eins, so hat nuui die Lösung der vorgelegten Qleichung; 
wenn nicht, so eiistirt keine Lösnng in ganzen Zahlen. Also 
rttekt unsere Aufgabe in die III. Angabe des § n und wird 
Ähnlich geldst Da nun jetzt (No. 65) 

so müssen zwei Fälle unterschieden werden, je nachdem A 
positiv oder negativ ist 



Erster fhUy wenn »* — BG^Ä<^0, 

67. Kaoh der Methode in No. 32 muss der Bruch p;, 

positiv genommen, in einen Kettenbrnch entwickelt werden: das 
geschieht nach den Kegeln in jSo. 4 ; alsdann bilde mau milteist 

der Formeln in No. 10 die Reihe der gegen convergirenden 

Brüche und dann erttbrigt nur noch, versuchsweise die Zähler 
dieser Brüche für y zu setzen und die entsprechenden Kenner 
für X, Ist die vorgelegte Gleichung lösbar in ganzen Zahlen, so 
findet man auf die angegebene Weise die genügenden Werthe 
von y und z] und umgekehrt überzeugt mau sich, dass die 
Aufgabe keine Lösung in ganzen Zahlen zulftsst, wenn unter 
den untersuchten Zahlen sich keine, die da genügt, findet 

Zweäer Faüf tomn — BC=sA^O» 

68. Mau wird hier die Metliode in No. 33 ff. anwenden; 
weil E= ^Af so betrachtet man zunächst die Grösse (No. 39) 
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wo man sowohl die Zeichen von von welchem wir er- 
kannten, dass es ebensowohl positiv als negativ sein könne, 

als von VA bestimmen miiss, so zwar dass dieser Werth 
posiüv wird; alsd&nn wird man folgende Kechnusg auafüliren: 



Oo = — Po = C', /* < 



9 



0 



und man wird diese Reihe nur Holanore fortsetzen, bis die 
zwei entsprechenden Glieder der ersten und der zweiten Keilie 
zusammen wiederkehren. Wenn alsdann unter den Gliedern 
der zweiten Reihe P^, , P,, . . . eines gleich 4-1 vor- 
kommt, so crjp|)t dieses Olied eine Lösung der vorgelegten 
Gleiclun^p: lunl die Werthe von y und z werden die ent- 
sprechenden Werthe der beiden Reihen p^, p^, , . . . und 
'Zu) ^ß^^j ^''^^ solche nach den Formeln in No. 25 

berechnet werden; andernfalls schliesst man sofort, dass die 
vorgelegte Gleichung in ganzen Zahlen nicM lösbar sei (siehe 
Beispiel in No. 40). 



Dritter Faüf wenn A s= emem Quadrat, 

69. In diesem Falle wird ]/ A rational, und die GrOsse 

— Inyx + B^* 

kann in zwei rationale Factoren zertheilt werden. In der 
That iöt diese Grosse dasselbe wie 

[Gy — nx) ^ — Ax^ 
0 ' 

und dieses kann, wenn ^ = a* gesetzt wird, unter die Form 

0fttwald*8 Klassiker. 103. $ 



Digitized by Google 



114 



J. L. Lagrange. 



[Cy — (n -f a)z] [(Cy — (n — a)z] 

C 

gebracht werden. 

Da nun aber — a* = BG= [n -f- a) [n — a) , so muss das 
Product (/» -\- a)[n — a] durch C theilbar sein, mithin muss die 
eine der beiden Zahlen n-{- a und n — a durch einen der 
Factoren von G theilbar sein und der andere durch den re- 
ciproken Factor. Es sei also G—hc^ ferner n -\- a = fb und 
n — a=gCy wo f und g ganze Zahlen sind; jetzt wird der 
fragliche Ausdruck das Product der beiden linearen Factoren 
cy — fz und by — gz sein; da aber diese beiden Factoren 
ganze Zahlen sind, so kann ihr Product nicht gleich 1 sein, 
wie die vorgelegte Gleichung verlangt, es sei denn, dass 
ein jeder von ihnen besonders = =b 1 sei. Man setze also 
cy — fz = :h \ , by — gz=^ ih \ ^ und bestimme hieraus y 
und z'y sobald die gefundenen Werthe ganze Zahlen sind, hat 
man die Lösung, anderenfalls ist die Aufgabe in ganzen Zahlen 
nicht lösbar. 

Zweite Methode. 

70. Man nehme mit dem Ausdruck 

Cy^ — 2nyz + Bz^ 

Transformationen vor, wie wir sie oben (No. 54) angewandt 
haben, so kann man, wie ich behaupte, stets zu einem trans- 
formirten Ausdruck von der Form 

gelangen, wo L, Jlf, iV ganze Zahlen sind, die von den ge- 
gebenen (7, By n so abhängen, dass 

N^ — LM = n* — GB = Ay 

und so, dass abgesehen vom Zeichen, 2N nicht grösser sei 
als L und auch nicht grösser als ilf; die Zahlen ^ und ip 
werden auch ganze Zahlen sein, die aber von den unbe- 
stimmten Zahlen y und z abhängen. 

Es sei z. B. C<^B und man bringe die fragliche Form auf 

B,y'' — 2nyy,-\' By\y 
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ludern man C — und % — ?/, setzt ; wenn 2 n nicht p:rüisser 
als J5, ist, so hat der vorliegende Ausdnirk bereits die ge- 
forderten Eigenschaften; wenn aber ^ ist, so setze 
man // — und nai Ii Einsetzung dieses Werthes er- 

hält man die transibrmirte Form 

wo 

= m^B^ — 2«»» + = 5^-. 

Da ?H unbestimmt ist, so kann man dafür eine solche 
ganze Zahl setzen , dass n — mB^ nicht grösser wird als 

— jB^; alsdann wird 2 /*^ nicht grösser als B^ sein. Wenn 

also mcht grösser als B^ ist, so wird die Yorstehende 
transformirte Form schon den verlangten Fall darstellen; 
wenn aber 2n| grösser als B^ ist, so setze man wiederum 
= + 2/,, und dieses ergiebt den neuen transformirten 
Ansdmek 

wo 

n^ = n^ — ^4 -öl, 
B,=^mlB^-~2m,n, + B,='^^~' 

Man wird die unbestimmte Zahl m^ so bestimmen, dass 

n^ — fi^tB^ nicht grösser sei als - , und folgUoh 2 nicht 

B^ übertrifft; so dass man die transfuriairte Form haben wird, 
wenn auch 2Wj nicht mehr grösser ist als B^] wenn aber 2 n^ 
grösser ist als so wiid man wieder = + setzen 
u. 8. w. — 

Oft'enbar können diese Operationen sich nicht bis ins 
Unendliclie fortsetzen; denn weil 2n grösser ist als B^J 2n^ 
aber nicht, so ist n^ kleiner als n\ ebenso ist 2nj^i?, , 
aber 2n, ist es nicht; also ist n^<^f(i ^md cbt'iiso weiter, 
so dass die Zahlen eine abnehmende Beihe 

8» 
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"^'—LM] und da M<^L vorausgesetzt ist, oder wenigstens 

nicht > 1/ , so hat man um so mehr a = oder '— M- ; 

/ \(x 4 
also ist M=^ oder <C 1^ ^ > folglich if^-Va. 

Man ersieht also, dass die Gleichung 

V« + af* if 

nicht bestehen kann in der Voraussetzung, dass v und i ganze 
Zahlen seien, ausser man mache ^ = 0 und r* = My was er- 
fordert, dass M eine Quadratzahl sei. 

Angenommen also, es sei M = it^ ^ so erhält man ^ = 0, 
v = ifc /< ; also weil 

V = Mip — 

so kommt 

jU* t/i = dz // , und folglich (// = rb — ; 

so dass i// keine ganze Zahl sein kann, wie doch solches 
nach der Voraussetzung verlangt wird, es sei denn, dass 
fi = ztz l sei und mithin J/ — 1 . 

Hieraus ziehe ich den Schluss, dass die vorgelegte Gleichung 
in ganzen Zahlen nur dann lösbar sein wird, wenn AI gleich 
der positiven Einheit ist. Findet solches statt, so mache man 
f=0, «/; = zii 1 , und man wird von diesen Werthen zu 
denen von y und x zurückkehren. 

Diese Methode kommt im Gnmde auf die der No. 67 her- 
aus, aber sie bietet den Vortheil dar, dass alles Herumtasten 
vermieden ist. 

2. Es sei nun A eine positive Zahl; so hat man 

A — N* — LM] da nun iV* nicht grösser sein kann als — — , 

4 

so kann die Gleichung offenbar nur dann bestehen, wenn 
— LM positiv ist, d. h. wenn L und 3f verschiedene Zeichen 
haben. Also wird nothwendig -1 ^ — L3[ oder höchstens 
= — LM sein , wenn N= 0 ist , so dass man — LM = 
oder <^ A hat und mithin M* — oder <^ A oder M = oder 

< ^^^^ • 

Der Fall M^ VA kann nur dann statthaben, wenn A 
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ein Quadrat ist; also ist dieser Fall sehr leicht mittelst der 
oben Ib No. 69 gegebenen Methode zu lOsen. 

Es erübrigt noeh der Fall, in dem A kein Quadrat nnd 

in dem man uotliweudigerweiöe M<^ VA hat (abgesehen vom 
Zeichen); alsdauu wird die Gleichung 

v^ — AS^^M 

den Fall des in No. 3S behandelten Theorems darstellen und 
sie wird nach den dort entwickelten Methoden an&ulGsen sein. 
Man braucht also nur die folgende Bechnnng auszuführen: 

— Q—VA 



Ot = M» P, = Q\—A, 



die man solange fortsetzen wird, bis zwei entsprechende 
Glieder der ersten und der zweiten Reihe wieder zusammen 
erscheinen, oder bis in der Reihe , , P3 , , , , ein Glied 
gleich -|- 1 wird, d. h. gleich P^; denn alsdann werden alle 
folgenden Glieder in einer jeden der drei Reihen (No. 37) 
wieder auftreten. Wenn in der Reihe P|, P^, Pj,.,. ein 
Glied gleich M sich findet, so hat man die Lösung der vor- 
gelegten Gleichung; denn man braucht nur für v und £ die 
entsprechenden Glieder der Reihen i?,, ^3, . . ., g,, g^, ^3, . . . 
zu nehmen, die nach den Formeln in No* 25 berechnet sind; 
man wird selbst unendlich viele genügende Werthe für v und | 
finden, wenn man dieselben Reihen bis ins Unendliche fortsetzt. 

Sobald man zwei Werthe von v und $ hat, so erhftlt man 
durch die Gleichung 

1/= Jf</; — i^l, 

den Werth von xp^ der auch stets eine ganze Zahl sein wird; 
alsdann wird man von diesen Werthen yon f und ^ au&teigen 
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können, d. h. von O^^^ und 0^ zu denen tob Q und Q^ oder 
zu denen von y und z (No. 70). 

Wenn aber in der Keihe P^J , ^3 ) * * • sich kein Glied 
gleich M findet) so kann man dreist schliessen, dass die vor- 
gelegte Gleichung keine Ldsung in ganzen Zahlen zulAsst 

Man bemerke wohl, dass, da die Reihe F^y P|, 
nnd ebenso die beiden anderen 0„ , (^^ , 0«, /'i f f*t» • 

nur von der Zahl A abhängen, die Rechnung ^r einen gege- 
benen Werth von für alle Gleichungen dienlich sein wird, 
fOi die d. h. — CB denselben Weräi hat; nnd in dieser 
ffinsicht flbertrifit die Torstehende Methode die der No* 68, 
da letztere eine neue Rechnung fdr jede neue Gleichung er- 
fordert. 

Solange fibrigens A nicht grosser ist als 100, kann man 
von der in No. 41 gegebenen Tabelle Gebrauch machen; die- 
selbe enthält fftr jede VA die Werthe der beiden Reihen 
Po, — P,, P, , — Pjjj . . . und jUj //^ , . . . fortgesetzt, 

bis eines der Glieder J\, P^, Pj,...= l wird, wonach 
alle folgenden Glieder beider Reihen in derselben Orduung 
wiederkeliren ; so dass man mit Hülfe dieser Tabelle sofort 
die Lösbarkeit der Gleichung 

v* — AS^^M 

beuiiheilen kann. 

Ueber die Arty aUe mögHdun Ummgm der Qhiehmg 
Cy^~2nyx + Bxr = 1 
XM finden^ umn mm nur eine emoi^ kennt, 

72. Obwohl man mit Hülfe der raiteetlienten Methoden 
folgweise alle Lösungen dieser Gleichung tinden kann, wenn 
sie in ganzen Zahlen lösbar ist, so kann man doch noch auf 
einfuehero Weise in folgender Art zum Ziel gelangen. 

Es seien p und q die bereits gefundenen Werthe von y 
und X,, so dass 

femer seien r und s zwei andere ganze Zahlen, jedoch bo, 
dass ps — qr=^i (was unmer möglich ist, woil p nnd q zn 
einander relativ prim sind); es sei femer 

y =pi-\-ru, & = qt + sUj 
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wo t und u zwei neue Unbestimmte Bind; setst man diese 
Ansdrfloke in 

ein, und macht zur Abkfirztmg 



so erbilt man die transformirte Gleichung 

P<* + 20<« + Ätt* = l. 

Nach der Voraussetzung ist P — 1; ferner, wenn q und a 
zwei Werthe von r und s sind, die der Gleichung ps — qr = 1 
genttgen, so hat man im Allgemeinen nach No. 42: 



wo m irgend eine ganze Zahl bedeutet; setzt man diese 
Werthe in den Ausdruck für so kommt: 

Q z=zz CpQ — n{p G -J- qq) Bqa + mP; 

so dasa man, da P=^i ist, Q=0 werden lassen kann, 
indem man 

= — CpQ + n[pa -|- qQ) — Bqa 

nimmt. 

Jetzt bemerke ich , dass der Werth von Q* — FE sich 
nach allen Keductionen und Substitutionen auf 

(«*— CB){2)s — qr]'^ 

fedneirt; also erhSlt man, ätk pa — qr=si^ 

mithin, indem man P=l, 0 = 0 macht, — 12= vi, also 
E = — A] die transformirte Gleichung geht also Aber in: 



P= Cp* 
Q^Cpr 



2npq + Bg*, 

n{ps -\- qr) ~\- Bqs^ 
2nr« 
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da aber ?y, x>y q. r und .s nach der Voraussetzung ganze 
Zahlen sind, so leuchtet ein, dass auch / und u ganze Zahlen 
sein werden; denn nimmt man ihre Werthe aus den Glei- 
chungen 

y = pt -\- rUj X = qt sUf 

so erhält man 

2)8 — qr^ qr — ps* 

d. h. weil ps — qr = 1 , 

t = sy — rZj u=pz — qy. 
Man braucht also nur in ganzen Zahlen die Gleichung 

zu lösen und jeder Werth von t und u wird neue Werthe 
von y und z liefern. 

In der That, substituirt man in die allgemeinen Werthe 
von r und s den oben gefundenen Werth von m, so erhält 
man: 

r = q[1 — Cp*) — Bpqa + np[pa + qQ) , 
s = o(\—Bq^)~ Cpqg -f nq{pa-\-qQ), 

oder weil Q;* — '2npq -j- Bq^ = 1 , 

r = [Bq — np) {qQ — P(^] = — -\- ff'Pi 
s =.[Cp — nq){pa — (1Q)= Cp — nq. 

Also kommt allgemein, wenn man diese Werthe von r und s 
in die obenstehenden Ausdrücke für y und x einsetzt: 

y=pt—[Bq — np)Uy 
x = qt'\- [Cp — nq)u, 

73. Alles kommt also darauf hinaus, die Gleichung 

— Aii^ = 1 

zu lösen. 
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1. Ist A ii( tr;itiv, SO kann die Gleichiin«: nicht in ^iuvagh 
Zahlen bestehen, ausser wenn 0 i ist, was y=p 

und z = q ergäbe; hieraus kann mau foigenii duas, wenn A 
negativ ist, die vorgelegte Gleichung 

Cy* — 2 nyx. + Bx,'^ = 1 

immer nur eine einzige Lösung in ganzen ZahUa zulasse. 

Dasselbe laude statt, wenn Ä eine positive Quadratzahl 
wäre; denn wenn Ä=^a* gesetzt wird, so hätte man 

(t+au){t — ai*) = l; 

mithin 

< + att— dzl, und t — au=±:Xf 
also 2au = 0\ folglich u = 0, also 

<=± 1, 

2. Wenn aber Ä positiv und keine Qnadratzahl ist, so giebt 
es ftlr die Gleichung 

stets eine nnendliehe Anzahl von Ldsnogen in ganzen Zahlen 
(No. 37), die alle mittelst der oben (Ko. 71, 2.j gegebenen For- 
meln gefunden werden können; indess genügt es, die kleinsten 
Werthe von i und u zu finden, nnd sobald man in der Reibe 
, , P, , ... zu einem Güede gleieh I gekommen ist, 
so braucht man nur nach den Formeln in No. 25 die ent- 
sprechenden Glieder der beiden Reihen p^J p^. - ui^d 
9ii 9i) hl berechnen. Das werden diie gesuchten 

Werthe von t und u sein; Meraus erheUt, dass ebendieselbe 
Rechnung, die zur Lösung der Gleichung 

angestellt wurde, auch bei der Gleichung 

zum Ziele führen wird. 

Solauge übrigens A den Werth 100 nicht tibersteigt, h:ii 
man alle kleinsten Werthe von t und u in der am Schiuss 
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des VII. Kapitels gegebeneu Tabelle*), in welcher die dort 
mit w, n bezeichneten Zahlen sich mit denen decken, 
die wir hier Aj t und u neiiiicn. 

74. Es seien t^ und die kleinsten Wertke von t und w 
in der Gleicliung 

und so wie diese Werthe dazu dienen können| neue Werthe 
von y und s& in der Gleichung 

Cy- — 2nyz + Bz* ^ l 

zu linden, so können sie auch dazu verwandt werdeu, neue 
Werthe vou t und u in der Gleichung 

zu bestimmen, denn letztere Gleichung ist nur ein SpecialM 
der ersteren. Daher braucht man nur 0^=1 und n = 0 an- 
zunehmen, woraus — B=^Aj und alsdann t und u an Stelle 
von y, » und t^y an Stelle von ^, ^ zu sehreiben. 
Setzt man dieses in die allgemeinen Ausdrucke der No. 72 
ein und sehreibt T, ü statt t und i», so kommt im Allge- 
meinen: 

u= ür«,H- Ut^ , 
und 2ur Beätimmuug von T und U die Gleichung 

die der vorgelegten ähnUeh ist 



*) Hier folgen noch einige Beispiele iilr a> 100: 
Wenn a 
Wenn a 
Wenn a 
Wenn a 



= 103, 80 kommt j«r 

= 113 ßü kommt 1» = ^^^2^^' 
= IIJ, 8ü kommt 1204353; 

— 10», SO Kommt j^^^^ 15807067198B249; 

^ IM Ir^mmf = 3726964292220, 
80 itommt j^^^ 46üi>8728731849; 
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Man kann also T= t^ und U=u^ voramsetien und erhSlt 

Nennt man t^, die zweiten Werthe Ton t and so 
kommt: 

Nun kann man offenbar diese neuen Werthe t^^ statt 
der ersteren t^^ u^ nehmen; so erhSlt man 

wo man wiederum , U^u^ annehmen kann, worans 

So erhält man neue' Werthe von t und u und zwar 

u. s. w. 

75. Die vorstchciulc Mctliode liisst mir folgweise die Werthe 
t^j ^3, . . . w^, , . . . liudcii. Wir ^vollen mm untersuchen, 
wie man diese Untersuchung verallgemeinern kaun. Mau bat 
zunächst 

woraus ich folgende Oombination erhalte: 

t±,uVA = {t^±u,\A)[T±: UYA]\ 
weuu nun T==t^ und U = augeuomineu wird, so kommt: 

t^±u^VA=^{t^ ±u^yA)\ 

Nun setze man diese Werthe von und statt und ti^ 
ein uud man erhält ' 

t±iuyA = {t,zhu^Äf {T±. UVA), 
oder, indem man wieder 2*===^^ U9d ü^u^ setzt und 
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die daraus resultirenden Werthe von t und u nennt, 

ib w, VÄ = [t^ =b yÄ}\ 

Ebenso findet man 
u. s. w. 

Wenn man also zur Vereinfachung jetzt T und U die 
ersten und kleinsten Werthe von ty u nennt, die vorhin t^, 
Wj hiessen, so kommt allgemein: 

wo m irgend eine ganze positive Zahl bedeutet; wegen der 
Doppelzeichen schliesst man daraus: 

\ _ (T-\- uvli)''' -f ( T— uy7iy^ 
_ ( r 4- ^ VAf — ( T— Tjy'Af' ' 

u — — • 

2yA 

Obwohl diese Ausdrücke in irrationaler Form erscheinen, 
so erkennt man doch leicht, dass sie rational werden, sobald 

man die Potenzen von Tdb UVA entwickelt; denn es ist: 
{T± U V7if* T"' ± m T'»-* UVA + ^^(ü^Ill] t"*-* U^A 

^ • o 

folglich 

2 • 3 • 4 

« = m r»- ' + -!)(>»- 2) ^ ym-, jp 

2.3 

2.3.4.') 
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wo mau für m irgend welche poditiven Zahlen nehmen 
kann. 

Macht mau folgweise m=l, 2, 3, 4,... so erhält man 
offenbar wachsende Werthe von t und w. 

Jetzt will ich beweisen, dass man auf solche Weise alle 
überhaupt möglichen Werthe von t und u erhält, wenn T 
und U die kleinstuHjglichen sind. Dazu gentigt es zu er- 
kennen, dass zwischen den einem bestimmten m und dem 
darauf folgenden m -f- l lio^enden Wertlien von t upd u keine 
Zwischenwerthe liegen können, die der Gleichung 

— ^w- = 1 

genügen. 

Nehmen wir z. B. die Werthe ««j, die aus m~ 3, und 
die Werthe w^, die aus m = 4 resultiren, und nehmen 
an, es gäbe noch Zwischenwerthe Q und die gleichfalls 
der Gleichung 

genflgten* 
Da nun 

so folgt 

6>»_^| = ^(i;* — wj), und t\~d^ = A{u\ — v'')\ 

woraus ersichtlich, dass, wenn 0 ^> t.^ und <^ , aucli v > 
und <C . Ausserdem aber hat mau noch folgende andere 
Werthe von t und u, 

die derselben Gleichung 

genügen; denn substituirt man dieselben, so erbfilt man: 
(ö/,- Avu^}^—Aivt^'—Ou^Y = {Ü*—Av^) (tl— Aul) =^ l, 
eine identische Relation, weil nach der Voraussetzung: 
.«•--^i;*=l, ii—Aul=^l, 
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Diese beiden letzten Gleichungen aber geben: 



folglich, wenn man in den Ausdruck in u = Ou^ — vt^ statt 
0 : vVA -j- ^ ^_ einsetzt und statt : V .4 -f 



so kommt: 



0 -\-vVA 



t. + uJA 



u = 



V 



— : » 



d + vVA t, + ii,VA 



ebenso, wenn man die Grösse t^u^ — w^^^ betrachtet, so kann 
sie, weil tl — Au] — 1 , in folgender Form geschrieben werden: 



t, + u,yA t, + u,yA 

Aber es ist leicht ersichtlich, dass die erstgenannte Grösse 
kleiner als diese letzte sein muss, weil O'^t^ und v'^u^\ 
also hätte man einen Werth von w, der kleiner wäre als 
t^u^ — ^^3^5 dieses letztere ist gleich U\ denn 

(r+ uVAf + (T— uVay 



woraus 
ferner : 



2 

(r+ uy7iY — {T— uyÄ)' 

2V2 

[T-h uvl)* — {T— uyÄ]* 

2YA ' 



{T—UyA)^{T-{-U]/AY—{T—UyAY{T-^üVA]\ 

lyA 



[T— UYAY{T-\- UVA)^ = (T* — AÜ*y= 1, 
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weil — ÄlPs^i naeh der VoradsfletBinig; folglich ist 

(T— UVä}' (T+ UVä)* = T+ UVÄ, 

80 dass der Werth von t^u^ — u^i^ sich auf 

2yÄ ^ 

reducirt. 

Es würde also folgen^ dass man einen Werth von u hätte 
<[ und das widerspricht der Voraussetzung, U sei der 
Ueinatmögliche Werth von u\ also giebt es zwischen 
und t^j keine Werthe. Da diese üeberlegung allgemein 
fOr alle Werthe von i und u, die ans obigen Formeln erhalten 
werden, angewandt werden kann, indem man m ])eliebig an^ 
nimmt, so kann man schliessen, dass diese Formeln wirklioh 
alle möglichen Werthe von i and u enthalten. 

Zum UeberflosB bemerken wir noch, dass die Werthe TOn 
i und u ebensowohl positiv, als negativ sein können; denn 
das erkennt man sofort aus der Gleichung ^ ^ 

ftp ■ 

lieber die Art, wie ttian alle möglichen Lösungen der 
unbestimmtm Gleichungen irumten Grades mit xwd Unbelcannten 

in ganxsn Zahlen findet. > 

76. Die bisher entwickelten Methoden genügen zur Auf- 
lösung der Gleichungen von der Form 

aber mm. könnte Gleichungen sweiten Grades vp^ complieir- 
teier Form zu lösen haben; deshalb wollen wir zeigen, wie 
man solche anfassen rnuss. 

Es sei eine Gleichung von der Form 

ar* + brs + es* + dr + e8 + fs= 0 

vorgelegt, WO a, 6, c, r, f gegebene ganze Zahlen seien 
und wo r und s zwei gleieh£all^ ganqsahlige Unbekannte seien. 

Ortwald*« KlMsiker. 103i 9 
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Durch die gewdhnliohe LdsuBg erhult^ ;ioh ssiuiftchst 



2ar + b8+d=^y{bs-i-d]*:^4a{es*+e8 + f)\ 

woraus erhellt, dass die Schwierigkeit sich darauf beschränkt, 
den Aasdmck 

{bs + dj* — 4a{cs^ + es + f) 

zu einem Qiuichal /ii niiicben. • • 

Nehmen wir der Einfachheit wegen uu, es sei 

so mnss nunmehr As^ -\-2gs h ein Quadrat werden; dieses 
sei =y I so dass man die Gleichung 

As^ + 2gs + h:=y^ 
habe, aus welcher der Werth von s erhalten wird, so dass 



man hat also nur noch 

Ay^ -\-g' — Ah 

in ein Quadrat zu verwandeln. 
Macht man nun noch 

so muss der Ausdruck 



VAy*-tB 

ratiuiiai werden: dieses erreicht man mit Hülle der mitge- 
theilten Methoden. 

£s sei VAy^ -^-Bssx^ so ist die zu lösende Gleichung 

Ay'-i-B^x^; 

man hat also 

As ~{- g = dz x: 

4 ■ 
« » 

im Uebrigcu hat mau öchou 

... . , 

. . y...: . . . .. ^ -2ar ba -\- dtsstjj^ y^ . • . . . . 
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Sobald man also die Wertbe yan x und // gefunden haben 
wirdy hat man anch die von r und s durch die beiden Giei* 
chungen 

dzx, — g ±y — d — bs 

^ ' 2a 

Da nun r und s ganze Zalilen sein sollen , mUssen offen- 
bar 1. X und y auch ganze Zahlen sein; 2. muss iba? — g 
durch ^, und sodann auch =b y — d — bs durch 2a theilbar 
sein. Nachdem alle mdgiichen ganszahligen Werthe von x 
und y gefunden sein werden, erübrigt nur noch, unter diesen 
diejenigen zu finden, die r und s zu ganzen Zahlen machen. 

Wenn A eine negative Zahl oder eine positive Quadratzahl ist, 
so ist» wie wir gefunden haben,, die Anzahl von ganzzahligen Lö- 
sungen stets eine begrenzte, so dass man in diesem Falle nur 
folgweise fttr x und y die gefundenen Werthe zu versuchen 
bat; und findet man keine, die fOr r und s ganze Zahlen 
ergeben, so wird man schliessen, dass die vorliegende Glei- 
ehung keine Lösung der verlangten Form zulässt. 

Die Schwierigkeit beschränkt sich also auf den Fall, wo A 
eine positive, nicht quadratische Zahl ist, ein Fall, in dem, wie 
man gesehen hat, die Anzahl von möglichen ganzzahligeu LO- 
finngen unendlich gross sein kann; da man alsdann eine unend- 
liche Anzahl von Werthen zu versuchen hätte, so gäbe es nie- 
mals die Möglichkeit, die Lösbarkeit der vororele^ou Glei- 
chungen aicher zu l)eiirtheilen, es sei deim, uiuü habe eiue 
Regel, um daä llerumtasteri in gewisse Schranken einzuschlicsöcn: 
solches wollen wir jetzt untersuelien. 

77. Da man nach No. 05 hat 

x = ?iy — 

und nach No. 72: 

• fc^qt-^ (öp — nq)u', 

so ist leicht ersichtlich, dass die allgemeinen Ausdrücke für r 
und 9 folgende Form haben werden; 

at + ßu + y a^-MiW + n 
' , ö a = — — , 

0* 
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~ «, ^» 74, ^, 

im w cId M M der EipoMt m ixftmä cme yiilin gau» ZaU 
•en kara. Alao fcomt & A«%dbe dnuf Manif «bsh- 

dsHÜ r od « 

iS* Ick bmeike nniekst, daw es stets miB^BA daea 
Wertfc TOB ff zu findeiL der drarli ir^nd eine ^^p^ebcse ZaU ^ 

tii«eübar bt; denn sei m = j/ti, so wird die 

tl^fgebes im: 



and dkie Ist stets im gaun Zahlen lösbar; mam wird die 
klciBStem Werthe tob t md u finden, indem num die Bedi- 
nmag wie vorliin anstellt, mit dem Unter^ehiede, dass man 
A^J^ anstatt A ninuot. Da aber diese Werthe aucb der Glei- 
ehnnir ^ — Ju'sl geafi^^ n. aoverdea sie offenbar in den 
Fornela der 75 eJ^gCKlilossea adm. Alse wird es nodi- 
wendig einen Werth Tsn in gebe«, der dem Aasdrack Itlr u 
düTck z/ tkeübor nacht 

Dieaea Wet^ roa m beiekhae aiaa mit |ty so behaupte 
khy daaSy wenn man in den aUgeaieiaea Ansdiücken der 
Ko. 75 s» ^ 2/i maeht. der Werth voa u darsh 2/ Iheilbar 
ieia wird, and dividbri man den Wertii Tom i doch so 
wild stta den Best 1 erhaltea. 

Deaa, es seien oad diejenigea Wertfie Toa i and Uf 
wo msssfi^ md aad diejenigen , wo ai = 2^ isl^ so 
hal aiaa nach 5b. 75: 



r, ±: l\ vi = [T±i V K^A"; 

Mgiich 

▼erglcidit mh also den rationalen Theil des ersten Gfiedes 
fflit dem rationalen Theil des awettea, and den ifraüonalea 
TheO mit dem irrationalen^ so folgt: 

T^ = Tl + AV\, l\^tT,L\i 
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also, da dureh J theilbar ist^ wird es auch sein und 
7", lässt denselben Best^ wie T*\ nnn ist nach det Yonnis^ 
Setzung TJ — AU*^ l ; folglich mnss — t dnreh ^ nnd 
selbst durch z/* theilbar sein, da schon U\ es ist; folglich 
werden und mithin auch T*,, durch ^ dividirt, den Rest l 
geben. 

Isuiimehr behaupte ich, dasa die irgend einem 7U eiit- 
spreoheiulen Werthe von t nnd w, durch ^ dividirt, dienelben 
Reste ergeben werden, wie die dem Exponenten m 2u ent- 
sprecheudeu VVertlie von t uud u\ denn es seien die letzteren 
0 und V, so hat man: 

t ±uVÄ = {T± £7|/2)"», 
nutlnii: _ 

e±:vyÄ = {t±u Va) {t ± u y^Aff* ; 

Wir haben aber soeben gefandeii| dass 

T^dzU^VA = [T±UY2f^\ 
folglich hat ouvi: 

woraus folgt, dass, wenn man die Multiplication ausführt und 
je die rationalen und irrationalen Theile mit einander rer- 
gleicht, 

e^tT^-^-Aul^, v = iU^ + uT^. 

Nun ist durch ^ theilbar und Mast den Rest l; 
fol^ich wird auch ß denselben Rest lassen, wie und v den- 
selben wie iL 

Im Allgemeinen werden also die Beste der Werihe von t 
nnd Uf die den Exponenten m + 2^1 , m + 4^, m 4- . . . 
entsprechen, dieselben sein, wie die der Werthe, die einem 
beliebigen m entsprechen. 

Hieraus kann geschlossen werden, dass, wenn man die 
Beste haben will, die der Division der Glieder , t^^ i^* * • itud 
u^f ' * • , welche den m = i, 2, 3, . . . entsprechen, 

durch die Zahl angehören, es genflgen wird, diese Beste bis 
SU den Gliedem f,^^ und u^^ indnsive sn bestimmen; denn nach 
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diesen Gliedern kehren dieselben Jüeste in derselben Beiheu- 
tblge wieder bis ins Unendliche. 

Hinsichtlich der Glieder und w^^, bei denen man 
stehen bleiben kann, ist zu bemerken, dass es diejenigen sind, 
von denen das eine genau durch J theilbar erscheint, während 
das andere den Rest l lassen wird; also braucht man die 
Division nur bis daliin fortzusetzen, bis man die Reste 1 und 0 
erhält, alsdann wird man sicher sein, dass die folgenden 
Glieder stets die bereits gefnndenen Reste wieder eigeben 
werden. 

Man konnte anch den Exponenten a priori finden; 
dazu brauchte man nnr die in No. 71 2. angezeigte Rech- 
nung auszuführen,, und zwar znnflehst fttr die Zahl A und dann 
fttr die Zahl AJ^\ und nennt man ca den. Index des Gliedes 
der Reihe , P«, P,j der im ersten Falle = l sein 
wird, und q den Index des Gliedes, welches im zweiten Falle 
= 1 sein wird, so hat man nnr das kleinste Vielfache von cü 
und q zu suchen, welches, durch ca dividirt, den geforderten 
Werth von /i erglebi 

Hat man z. B. j4 — 6 und ^ s= 3, so findet man in der 

Tabelle der No. 41 für Vö: 

al so q r = 2 ; alsdann findet man ■ m derselben Tabelle f&r 

P, = l, P.:=-5, P, = 9, P, = -2, P, = 9, 

^^. = -5, P.= l; 

also ^ ^ 6 ; das kleinste Vielfaclie von 2 und 6 ist aber 6, 
welches, durch 2 dividirt, den Quotienten 3 ergiebt, so dass 
man hier ii = 3 und 2// = 6 hat. 

Um also in diesem Falle alle Reste der Division der Glieder 
der Reihen ^, , t^^ • • • wnd i*, , w^, w,, . . . durch 3 zu haben, 
wird L'8 genügen, die der sechs ersten in beiden Reihen zu 
suchen; denn die folgenden werden stets dk>r Iben Reste 
geben, d. h, die siebenten werden diesell)en Reste geben, wie 
die ersten, die achten wie die zweiten u. s. bis ins Un- 
endliche. 

Uebrigens kann es )»isweilen vorkommen, dass die Glieder 
und u„ dieselben Eigenschaften haben, wie die Glieder 
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t^^ und w,^, d. h. dass tv^^ durcli J tbeübar ist und den 
Rest l lässt. In diesem Falle kann man bei eben diesen 
Gliedern stehen bleiben; denn die Reste der folgenden Glieder 

^fi-^M ^/u+i: • ' ■ ^^1^^^ ^^|U+4 » • • • werden dieselben sein wie 

die der Glieder t^j t^y . . . ?/, , w^, '. . . u. s. f. — Im Allgemeinen 
wollen wir mit M den kleinsten Werth des Exponenten m 
bezeichnen, der t — 1 und u durch J theilbar werden liisst. 

79. Angenommen nun, man habe irgend einen aus t 
und und aus ganzen Zahlen bestehenden Ausdruck, der 
stets ^ranze Zahlen darstelle, und mau fragt nach den dem 
Exponenten m zu ertheilenden Werthen, die den Ausdruck dmcli 
irgend eine gegebene Zahl J theilbar werden lassen; alsdann 
hat man bloss m \ , 2, 3, . . . bis 3f zu setzen; wenn kein 
Werth von m die Theiibarkeit durch ^ ermöglicht, so darf 
man dreist sehliessen, dass solches niemals, d. h. für keinen 
einzigen W'erth von m statthaben werde. 

Findet man aber auf diesem Wege einen oder mehrere 
Werthe von die die Theiibarkeit durch z/ ergeben, und 
nennt man einen jeden dieser Werthe iV, so sind alle mög- 
Heben gleichfalls genügenden Werthe. von m: 

* 

N, N+M, N+2M, iY+3Jf, 
also allgemein 

wo X irgend eine ganze Zahl bedeutet. 

Ist ferner ein anderer, gleiclifalls aus /, v. und ganzen 
Zahlen bestehender Ausdruck gegeben, der zugleich durch 
irgend eine andere Zahl ^^ theilbar sein soll, so würde man 
ebenso wie vorhin die passenden Werthe von M und N suchen, 
die wir hier mit M^ nnd N^ bezeichnen wollen, und alle ge^ 
nfigenden Werthe von m würden in der Form 

gegeben sein, wo A| irgend eine ganze Zald bedeutet. Also 
brauchte man nur noeh die den ganzen Zahlen k und l^ zu 
gebenden Werthe zu suchen, so dass 

oder 

welche Gleiehung nach der Methode in No. 42 zu lösen ist 
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Jetzt ist es leicht, die Anwendung des vorstehend Ausein- 
andergesetzten auf den Fall in No. 77 aiiauweuden, vo die 
vorgelegten Ausdrücke die i urm 

at + ßu+yi Oi^ + ßi^ + fi 

haben, und wo die Theiler d und ^^ sind. 

Man mnss nur im Auge behalten, dass die Zahlen t und u 
nach einander mit positivem und mit negativem Zeiefaen zu 
versehen sind, um idle möglichen Fälle zn erhalten. 

1. Beispiel. 

80. Es HOÜ der Ausdruck 

1/30 + 62*— 7i?* , 

rational werden^ iväliretid s nur eine ganze Zahl sein darf. 
Man hat also die Gleichung 

30 + 62s— 76* =2^* 

zu lösen, welche, mit 7 multiplicirt, in diese Gestalt gebracht 
werden kann: 

7 . 30 + (31)' — (7* — 31)« — 7y« 
oder, wenn Is — 31 gesetzt und hinübergebracht wird, 
a:«= 1171 — 7y«, oder aj« + 7y*= 1171. 

Diese Gleichnng gehört nun in den Fall von No. 64, nnd 
man hat — 7 nnd Bs=:1171; hieraus «hellt, dass sr 
und B relativ prim sein mUssen, weil die letetere Zahl keinen 
quadratischen Factor enthalt 

Nach . der Methode in No. 65 mache man: 

x^ny — 1171«, 

und damit diese Gleichung lösbar sei, muss fUr n eine ganse, 
positive oder negative Zahl gefiinden werden, die nicht grösser 

ist, als — , also nicht grösser als 586, so dass — Ä oder 

n' + 7 tiaxf^ B, also durch 1171 theilbar sei. 
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leli finde w = dr 32 i , welches w* + 7 = 1 1 7 1 . S8 ergiebt; 
al80 subsfitaire ich in voretohender Gleichung =b32liy — 1171;?^ 
fOr a;, wodurch sie vollkommen durch 1171 theilbar wird, und 
nach auageftthiter Division kommt: 

88«/* zp 6422/* + H7l;ii*= 1. ' 

Um diese Gleichuni^ au&ulösen, will ich die zweite in 
No. 70 gegebene Methode anwenden, weU sie in der Thai ein* 
facher und bequemer ist, ali die erste. Da der Coefficient 
von kleiner ist, als der von erhalte ich hier = 1 1 7 1 , 

s 88 und n=dr321; behalten wir der Einfachheit 
wegen den Buchstaben y statt 0 bei und setzen statt ; ; 
führen wir nun folgende liechuung aus, wo zunächst w = 32 i ist: 

321 

m «— -«b4, =321 —4.88 s=— 31, 

— 31 

w,= — s= — 3, — — 31 H-3.11 = 2, 

2 

j= 2, »,=5=2 — 2. 1 = 0, 

4 + 7 

7 

Da n, = 0 und mithin ^ und <I so hört man hier 
auf und macht 

jD,=:Jf=l, D^=L^1, n^^O^ITf 
. und 2/, = ^, y^ = ipi 

weil D3 < Z)^. 

Jetzt bemerken wir, dass, da ^1 = — 7 und mithin negativ 
ist, man zur Lösung der Gleichung M= i setzen mnss; 
da dieser Werth hier wirklich gefunden ist, so kann man 
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sehliesae&y dass es eine Lösung giebt. Man setzt also | == = 0, 
ip =1 i/^^±:X und erhält auf Grund der oben entwickelten 
Formeln; 

wo die Doppelzeiehen nach Willkfir genommen werden können. 
Es ist aiso ' 

«s=321y — I171« = zp: 18, 

und mithin 



_ a?+31 _ 31 18 13 



— , oder = s=t 7. 
7 ' 7 



Da aber s eine ganze Zahl sein soll, kann man nur 8 = 7 

nehmen. 

Es ist bemerkenswerth, dass der andere Werth von 8^ 

13 

-y-, obwohl ein Bruch, dennoch eine ganze Zahl lüi- den 

Werth des Ausdruckes V30 + 62« — 7ä* ergieht, und zwar 
ebendieselbe Zahl 1 1 , wie der Werth 8^1 ^ so dass diese 
beiden Werthe von s die Wurzeln der Gleichung 

30 + 62s — 7s* = 121 

sind. 

Wir haben bis jetzt ?? — 321 vorausgesetzt; in.iu kauu 
aber auch n = — 321 aiint limen; indess ist leicht ersichtlich, 
duis dadurch nichts anderes in vorstehenden Formeln ge- 
ändert wird, als die Aenderung der Zeichen von wi, w^, m^^ 
und 72^, iu Folge dessen erhalten aucli und y ver- 
schiedene Zeichen und mau erhält kein neues Resultat, da 
die Werthe ohnehin 8cliou das Doppelzeichen hal)eii. 

Ganz dasselbe lindet in allen anderen Fällen statt, so dass 
man sich immer ersp.nen kann, den Werth von n mit posi- 
tivem und mit negativem Zeichen zu nehmen. 

Der Werth s~l^ den wir soeben gefunden haben, 
folgte aus dem Werthe ??--dr321; man könnte andere 
Werthe von -s finden, wenn mau andere der geforderten Be- 
dingung genügende Werthe von n hätte; da aber der Theiler 
1171 eine Primzahl ist, so kann es keine anderen Werthe 
von derselben Eigenschaft geben, wie wir solches anderwärts 
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bewiesen haben (Memoiren der berliner Akademie von 1707, 
.8eite 194*), woraus zu folgern ist, daas 7 die einzige der 
geätellten Bedingung genügende Zahl ist. 

Ich bekenne übrigens, dass man die vorstehende Aufgabe 
leichter darch Herumtasten lösen kann; denn sobald man zar 
Gleichung sc* =1171 — ly^ gelangt ist, braucht man für y 
nnr alle ganzen Zahlen, deren Quadrate, mit 7 multlplicirt, 
nicht grösser sind als 1171, durcbzuversucben, also alle Zahlen 

Dasselbe gilt für alle Gleich uugeu, in denen A negativ 
ist; denn sobald uiau zur Gleichung 

gelangt ist, oder, wenn man — a setzt, zu 

so werden sieh die genflgenden Werthe von wenn sie vor- 
handen sind, nur unter den Zahlen finden, die kleiner sind als 




Auch habe ich für den Fall eines n^ativen A nur 



deshalb besondere Metlioden gegeben, weil diese Methoden 
eng mit denen zuHammenhängen, die sich auf den Fall eines 
, positiven Ä beziehen, und weil alle diese Methoden, wenn 
f<ie mit einander verglichen werden, sich gegenseitig erläutern 
und mit grosserer Evidenz hervortreten. 

2. Beispiel. 

81. Wir wollen jetzt einige Beispiele geben für den Fall, 
dass A positiv sei; man fordert alle ganzen Zahlen für 
die den Ausdruck 

1^13y«+ 101 

rational machen. 

Man bat hier naeb No^ 64 13, Bs 101, und die 
m lösende Gleicbung wd die folgende sein: 

I3y«s 101, 

*) (EuYres de Lagranyef t. JX, p. 377. 
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wo, weil 101 dureh kein Quadrat tiieilbar ist, y nothwendig 
liriiii 101 sein wird. 

Man mache also iiadi No. 05: 

X = ny — 101^, 

so mu88 n* — 13 dareh 101 theilbar sein, wo « < <^51, 
Ich finde /i = 35, welches 

n*r= 1225, nnd — 13 = 1212 s= 101.12 

eiigieht; man nehme also f}'=di35j snbstitiiirt fOr x\ 
dr 35y — 101 ;c nnd erhSlt eine durchweg durch 101 theilbare 
Gleiehongy die nach ausgeffthrter Division: 

12y* ip 70y« lOU* = 1. 

Benutzen wir zur Auflösung dieser Gleichung die Methode 
der No. 70, machen /), = 12, i>= 101, w= zb 35; aber statt 6^ 
behalten wir den Bachstaben y und ändern bloss % in y^^ wie 
im vorigen Beispiel. 

Es sei 1. nsss35; man ftthre folgende Kechnong aus: 

35 

m — rk = 3, «35 — 3.12 = — 1, 



12 

1 



,«— = 1, n^:^ — l + ls=0, 

- 1 3 

Da s=s 0 und mithin <^ ^ und <C^7 ^ ^''^^ ^^^^ 
auf und erhält die Transformirte : 

oder 

i'^!jl-yl = \, 

weiche auf die Form 
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gebracht^ derMetiioäe 71,2 siigftnglieh wird; dAulss:i3<^10O 
kty 80 kann die Tabelle in No. 41 angevandt werden. 

Man braucht also nur nachzusehen, ob in der oberen der Vi 3 

entsprechenden Keilie sich die Zahl 1 an einem geradzahligen 
Platze ])cfindet; denn soll die vorgelegte Gleichung iöäbar 
sein, so muss in der Reihe P^^ P^ , i\j . , . ein Glied = — 1 
vorkommen ; man hat aber J\ = — == 4 , = 3 , . . . ; 
also u. s. f. Ferner, in der licihe 1, 4, 3, 3, 4, 1,... findet 
man 1 auf dem sechsten Platze , so daaa P^ = — 1 ; also 
giebt es eine Lösung, indem mau ==Pi und = q, setzt, 
wo die Zahlen p^j nach den Formeln in No. 25 berechnet 
sind, indem man den ^f,,... die Werthc 3, 1, 1, 1, 

1 , 6, . . . der unteren derVld entspreohenden Zahlenreihe ent^ 
nimmt 

Man erhält also: 



Po 


= 1, 




% 


= 0, 


Pi 


= 3, 








Pf 








= 1, 


Ih 


=^P% +Pi = 


7, 


% 


= ^t + 7i =2, 


p^ 




Ii, 






i>6 


= ^4 +i>3 — 


18; 







Also ist ^, är= 18- und «/^ s 5; miliiin; 

=iy* + ^j = 23, und y «= 3^/4 + = 74. 

Wir haben bis jetzt m = 35 vorausgesetzt, aber mau kLauu 
aufih 71 = — 35 nehmen. 

£s sei also 2. n^sz — 35; man mache 

• # 

— 35 

w =s5-T-5-=Ä^B, n4=i= — a5 + 3.12=^l, 

j • • ■ 

1 

W| = — Y= — l, n^=l — 1 = 0, 
I — 13 ■ 



^ — 13 
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man erhält also dieselben Werthe voi! D,, f)^ m\ä wie 
früher, so d;is8 die in und.^, traasformirte k'oxm auch die* 
selbe wie früher sein wird. 

Mau hat daher auch ^, 18, s=: 5; mithin: 

y, = — 2^4 + ^/3= 13, und 2/ = — 3?^^ +^, = — 34. 

. Wir haben also zwei Werthe von y mit den entspreohenden 
Ton nnd gefunden und diese Werthe atammeh *ub der 
Annahme Ms=:db35; da nnn aber kein anderer, den gefor- 
derten Bedingungen genügender Werth von n gefänden werden 
kann^ so folgt, dass die vorstehenden WerÖie die einzigen 
prmitmvk sind, die man. erlangen kann; aber eine nnendliehe 
Menge davon abgdeUekr Wertihe kOnnen nach No.. 72 ge- 
funden werden. 

Nimmt man nun diese Werthe von y und x fSH p und q, 
so erhält man allgemein, naeh der Methode in Ko. 72: 

♦ ■ 

y s= 74^ — {101 .23 — 35*74)t* = 74« + 267tt, 

z=23t'i-{ i2.7i — 35,23)z* = 23^+- S3w, 
oder . ' 

y = — 34^ — (ioi • 13 — 35. 34)« = — 34* — 123tt, 

;;; = 13;-|-(— 12 . 34 + 35 . 13 jii = l3^-^-47w, 

nnd man brancht nur: lioch die Werthe von t und u der. 

Gleichung 



zu entnehmen, indess finden sich diese' Werfte sämmtlich 
bereits berechnet in der am Ende des VII. Eaj^tels von 
Bhdm Algebra mitgetheilten Tabelle; man ^rhslt also sofort 
^=649 nnd tt=sl$0; nimmt man diese Werthe f&r 7* nnd 
ü in den Formeln in No. 75, so kommt allgemein: 

_ (649 + 180 yi3)^^ + (649 — 180 Vls)*^ 

. 2 • - ? • 

_ (Ö49 + ISOV^TS)"*— (649 — iSoViZ)^ 

2K13 - 

wo man dem m bclieijige Werthe zuertheileiöL kaim^ die 
jedoch ganzzahlig und positiv sein müssen. — 
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Da nun die Werthe von t xmü %i sowohl positiv als nega- 
tiv genommen werden können, so werden die der Bedingung 
genttgenden Werthe von y Bftmmtlich in folgenden zwei Formeln 
eingeschlossen sein : 

' ■ 2/ = d: 74^ dz 26714, 
^ = zb34f d= 123ti, 

wo die Doppelzeichen beliebig genommen werden können. 
Macht man m=0, so kommt ^= i und i«=sO; folglich 

■ 

y = zb74, oder =±34, 

und dieser letzte wird der kleinste der Auijgabe genügende 
Werth sein. 

Wir Imbni (lio?<e Aiil^alje Hflioii in den Memoiren der 
Derliücr Akadeiiiic von ITGS, Seite 243 *j gelöst; da aber die 
dort angewandte Methode ein wenig von «1er vorstehenden 
abweielit und im Grunde mit der ersten hier in No. G6 ge- 
gebenen übereinstiiinnt, so glaubten wir sie hier wiederholen 
zu mtlssen, damit die nach beiden Methoden gefundenen Re- 
sultate, wenn solches nöthig erscheint, mit einander verglichen 
werden, können. 7 

• 3. Beispiel. 

Es soÜ ferner in gamet^ ZalUen fUr y der Ausdruck 

Vldy* -1- lOi . * 

ratioml werden. 

Man hat also in ganzen Zahlen zu lösen die Gleichung 

— 79^*= 101, 

wo y prim zu lül sein wird, da diese Zaiii keinen quadra- 
tischen Factor enthält. * . . 
Man setze 

und es mnss n* — 79 dnrch 101 th^lbar sein, während- 



*h (Bnvres-de Lagrange, t II, p. 719. . 
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101 

»<^— ^<;51; man findet m = 33, und das ergiebt: 

n*—7d=: 1010= 101.10. . 

Man kann also n= =b 33 nehmen und diese Werihe allein 
erfüllen die gestellte Bedingung. 

Setzt man nun =b 33^ — 101% für x ein und dividirt die 
ganse Gleichung dureh 101, so erh&lt man die transformirte: 

lOy« q: 66y» + 101«« « 1. 

Man mache also = 10, 101, ns=s dr 33; nimmt 
man erst n positiv, so verfSHrt man ^e im vorigen Bdspiel 
nnd erhfllt: 

33 

m =-^ = 3, = 33 — 3.10 = 3, 

^^t = — — — 7, y ^^y^-iryv 

DD 

Da nun = 3 schon <[ -~ und < -r^ , so brancht man 
nicht veiter sn gelten; man ertiiUt die Tiansformation: 

— 7»J — 6»,y. + lOi,* = 1 , 
welcJie, mit — 7 multiplicirt, in die Gtestalt 

gebraclit werden kann. 

Da nun l<^Vl\)j ao muss, wenn die Gleichung lösbar 

sein soll, die Zahl 7 unter den Gliedern der oberen der ^79 
entsprechenden Tabellt^ in No. 41 sich vorfinden und ansseir- 
dem rou3s diese Zahl 7 eine paarige Stelle einnehmen, da es 
das negative Zeichen hat. Aber die fragliche Reihe enthält nur 
die Zahlen 1, 15, 2, die immer wiederkehren; man muss 
also sofort sdiliessen, dass die letaste Gldchnng, und ebenso 
die vorgelegte, nicht lösbar ist, wenigstens nicht mit dem 
Werthe n=s33. 

Es erttbrigt also, den anderen Werth — 33 m uster- 
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suchen, und dieser eigiebt: 

33 

m = — 3, «^ = — 33 + 3.10 = — 3, 

9 — 79 

also dass man diese andere Transformirte erhält: 

* 

und diese kann auf die Form 

{^'y^ — - 79yJ = - 7 

gebracht werden, die der vorigen ähnlich ist Hieraus schliesse 
ich, dass die vorgelegte Gleichung überhaupt keine Lösung 
in ganzen Zahlen zuläsat. 

Bemerkung. 

83« Eular findet in einer ausgezelehneten im IX. Bande der 
neuen Petersbuiger Oommentarien gedruckten Abhandlung 
duroh Induction folgende Kegel zur Beurtheilung der Lesbar- 
keit aller Gleichungen von der Form 

wo B eine Primzahl ist; die Gleichung ist allemal möglich, 
wenn B die J\>rm A An -\- oder AAn^r'^ — Ä hat; aber 
das vorhergehende Beispiel lehrt die Unrichtigkeit dieser Regel; 
denn 101 ist eine Primzahl von der Form 4 — ^ 

wenn ^ = 79, n — — -4 und r = as gesetzt wird; dennoch 
lässt die Gleichung 

a5«_79y«=lOl 

keine Lösung in ganzen Zahlen zu. 

WÄre die fragliche Regel richtig, so wflrde daraus folgen, 
dass, wenn die Gleichung ~ Ay^ ^ B fttr einen beliebigen 
Werth h von B möglich ist, sie auch für B=AÄn-\-h 
möglich ist, wenn nur B eine Primzahl ist. Man könnte 
die Kegel einschränken, indem man hinzufOgt, dass auch h 
eine Primzahl sein mfisse; aber diese Einschrftukung wird 

08linld*f Klaadker. 103. 10 
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gleichfalls durch das vorliegende Beispiel widerlegt, denn 
man hat \0\ = A An J> , indem man = 79 nimmt, 
w = — 2 Tind 6 = 733. Aber 733 ist eine Pnmzahl von der 
Form — 79i/*, indem x=^S imd y = 3; trotzdem ist 101 
nicht von der Fonn — 79^^* 



§ YIII. Bemerknngen über die Gleichungen von der Form 
jp* =s Aq* + 1 nnd über die gewöhnliche Methode sie in gansen 

Zahlen an&nldten. 

84. Die im YU. Kapitel Ton Eulers Algebra gegebene 
Methode zur Lösung derartiger Gleichungen ist dieselbe, die 
WcMs im XGVin. Kapitel seiner Algebra giebt und die er 
dem Herrn Brcnmcker Eusehreibt; man findet sie auch in 
der Algebra von Oxanarfiy der sie.Fermat zuschreibt Wer 
nun auch der Erfinder dieser Methode sei, sicher ist Fermat 
der Autor des fraglichen Problems; er hat dasselbe als Her- 
ausforderung allen englischen Geometem vorgelegt^ wie man 
das aus dem Otmmercium qnsU>Hcum von Wallis ersieht; das 
gab dem Herrn Broüncker den Anlass, die bezügliche Methode 
zu ersinnen; es scheint indess. dass dieser Autor nicht die 
ganze Tragweite des von ihm gelösten Problems gekannt 
habe; selbst in Fermate hinterlassenen Schriften findet man 
iSlehtö hierüber, und ebeiisoweuig in irgend einer Al)baiHlliinjj: 
der unbestimmten An.ilysis des vorigen Jahrhunderts. E.s liegt 
nahe zu glauben, dass Fermat, der sich besonders mit der 
Theorie der ganzen Zalileu beseliilftigte, \vorüber er uns tibri- 
geus üchr schöne Theoreme hinterlassen hat, auf das frag- 
liche Problem bei der allgemeinen Autiösung der Gleichungen 
von der Form 

x* = Ay* + B 

gcät(>s.sen ist, auf "Nvelehe alle ( ileiohunoren zweiten Grades 
mit z^ei Un)>ekanuten zuriiekt!:(>tnbrt "werden; indessen ver- 
dankeu wir erst Eider die T» Mueiktniir. dass dieses Problem 
notli wendig sei, um zn alb'n TüöiHielu n l\,üsungen dieser Art 
von Gleichungen zu gelangen. [J^ielie Kapitel VI seiner Algebra, 
ferner Band VI der alten und Band IX der neuen Petersburger 
JÜommentarieu. 
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Die von uns befolgte Methode weieht etwas yon der 
EuUm ab; sie ist aber auch, wenn ieh nicht irre, einfacher 
und allgemeiner; denn einerseits führt Bhder» Methode zu 
Bruchausdrttcken da, wo man sie vermeiden will, und anderer- 
seits sieht man nicht deutlich, dass der Vorgang, die Brüche 
vcrschmnden zu lassen, der einzis; mögliche sei. lu der That 
haben wir gezeigt, duäs oä nicht immer genügt, eine einzige 
Lösung der Gleichung 

zvL finden, um alle anderen mit Hülfe der Gleichung 

daraus herzuleiten, und dass oft, wenigstens sobald B keine 
Primzahl ist, die Werthc von x und y nicht in Euler» all- 
gemeinen Ausdrücken eingeschlossen sein können. (Siehe No. 45 
meines Memoire sur les Problemes itideterrmms in den Berliner 
Memoiren von 1767*). 

Hiusichtiich der Lösung der Gleichungen von der Form 

1?* = ^3*+1, 

erscheint uns die im VII. Kapitel gegebene Methode, wie geist- 
voll sie auch sei, doch noch ziemlich unvollkommen; denn 
1. lässt sie nicht erkennen, dass jede Gleichung dieser Art 
stets in gauzeu Zahleu lösbar sei, sobald ^1 eine positive nicht- 
quadratische Zahl ist; 2. ist nicht bewiesen, dass sie stets 
zum Ziele ftihren müsse. Wallis freilich hat beliauptet, die 
erste dieser Anforderungen erfüllt zu haben; sciii Beweis ist 
aber, wenn ich es sagen darf, nichts als eine petitio prin/dpii, 
(Siehe das XCIX. Kapitel seiner Ahjehra.) Ich glaube mithin 
der erste zu sein, der eiue vollständig strenge L*>sinig ge- 
geben hat; man findet sie im Band IV der miscellanea socie- 
tatis taurinensis **); aber sie ist sein umständlich und sehr in- 
direct; die vorstehend in No. 37 gegebene ist den wahren 
Gmndsätzen der trage gemäss und lässt, wie mir scheint, 
nichts zu wünsclien übrig. Diese Methode gestattet uns auch 
die andere, im YU. Kapitel entwickelte, zu schätzen und die 



*j U'^uvres de Luyrangp, t. II, p. 457. 
(Euvres de Lagrange^ 1. 1, p. 671. 

lü* 
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Schwierigkeiten zu erkeiineiij die einem l)egej>;üen, weiiu man 
sie ohne alle Vorsicht anwendet; das soll jetzt untersucht 
werden. 

85. Aus dem in § II 1 bewiesenen folg:t, dass die der 
Gleichung p'^ ■ — Aq* — l ^rnügenden Werthc von p und q 
nichts anderes sein können, als Glieder eines der Haupthrttche, 

die ans dem den Werth ven VA darstellenden Kettenbnich her^ 
geleitet werden; so dass, wenn dieser Kettenbnich durch 



f«H 



1 





ausgedrückt wird, man nothwendig 



/»« H 



/'»+• 1 



haben wird, wo ft^ irgend ein Glied der anendlichen Reihe 
A*i I /"i> • • • ^8*> Index q nur a posteriori bestimmt 

werden kann. Man muss bemerken, dass in diesem Ketten- 
bnich die Zahlen • • • ^^l^ positiv sein mflssen, ob- 
gleich wir in No. 3 gesehen haben, dass man im Allgemeinen 
in Kettenbrüchen die Kenner positiv oder negativ nehmen 
kann, je nachdem man grössere oder kleinere Käherungs- 
werthe zu den wahren Werthen annimmt; aber die bei der 
L Aufgabe angewandte Methode (Ko. 23 ff.) fordert, dass man 
immer nur den kleineren Nähemngswerth nehme. 

86. Da nun der Bruch ^ einem Kettenbruch gleich ist, 

dessen Glieder /«, /i^,,... sind, so folgt aus der 

No. 4, dass pt der Quotient aus ^ ist, und ^i^ der Ton q divi- 

du't durch den Kest, ^i^ der von diesem liest dividirt durch den 
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zweiten Best, o. b. f.; so dass, wenn 8^ t,. die fraglichen 
Reste sind, man erlJlt: 

p==fiq + rf q^(i^r + 8f r^fi^8 + t^ . . 

wo der letzte Rest notbwendig gleich 0 und der vorletzte 

gleich 1 sein wird, weil p nnd q relativ prim zu einander 

p 

sind. Also ist fi der ganzzahlige Z^äherungswerth von — , ft^ 

der von — , ii. der von — n. s. f., nnd diese Werthe sind 

alle kleiner als die wirklichen, ansgenommen der letzte 
der genan gleich dem entsprechenden Kettenbmch ist, denn 
der folgende Rest ist gleich 0 vorausgesetzt. 

Da nnn die Zahlen ju, fi,, . . . ebendieselben sind, 

die für den Ketteubruch den Werth von — geben, sowie für 

diejenigen, die den Werth von VA darstellen, so kann m«i 

bis zu dem Gliede jtr^, - = ^A nehmen, d. h. p^ — Aq^ — 0. 

^ P 
Man wird also zunächst den kleineren Näherungswerth von — 

suchen, dL h. von yA, und das wird der Werth von ju sein; 
alsdann wird man in — At^ = 0 statt p seinen Werth 
iiq-\'r einsetzen, und man erhftit: 

(fi^-'A)q'' + 2fiqr + f^ = 0, 

dann sucht man wiederum den kleineren Nflhrungswerth von 

-^1 d. h. der positiven Wurzel der Gleichung 

und man wird den Werth von u^ haben. 

Man wird nun fortfahren in der trangformirten Gleichung 

l^* — A)q' + 2fiqr + r^^0, 

an Stelle von g, iir-^-s zu setzen; dadurch erhält man 

r 

eine Gleichung, deren Wurzel gleich — ist; mau wird den 
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kleineren Nftheningsverih dieser Wurzel nehmen n&d ju, er- 
halten. Dann BnbBtitiiirt man fi^s -\- t statt r, o. s. f. 

Angenommen nun, t sei der letzte Rest, der also gleich 0 
sein mtiss ; es vird dann s der vorletzte sein, gleioh 1 ; wenn 
also die in s nnd t Transformirte der Form p* — Afj^ gleich 

P«« + Qst + Rt* 

ist) so mnss diese durch ^ = 0 und 8=1 gleich 1 werden, wenn 
die vorgelegte Gleichung p'^ — soll bestehen können; folg- 
lich mnss Ps= 1 sein. Also mflssen die Operationen und Trans- 
formationen fortgesetzt werden, bis man eine Transformirte er- 
reicht, wo der Coefficient des ersten Gliedes gleich 1 ist; alsdann 
setzt man in dieser Formel die erste der beiden Unbekannten, 
wie r, gleich 1 und die zweite, wie Sj gleich 0; und steigt 
man rflckwärts vor, so erhält man die passenden Werthe von 
p und 

Man könnte auch mit der Gleichung p'^ ~~ Äq^ ^ \ selbst 

vorgehen, wenn man nur absieht vom bekannten Gliede l 
nnd folglich auch von den anderen bekannten Gliedern, die 
sich aus diesem ergeben köunteu bei licstiniuiuiig der Näher iiiigs- 

werthe /i,, ^i,,... von ~, -, in diesem Falle 

^ 7* S 

wird man bei jeder neuen Transformation nachsehen, ob die 
transformirte Gleichung ]>estehen kr>Tine, wenn man die eine 
Unbekannte gleich 0 nnd die andere gleieli ! setzt; ist m-u\ 
bis zn einer solchen Traii.sfdrniirteTi irehingt, so ist die (»jk - 
ratiou vollendet nnd man braucht nur seinen Weg zuniek 
zu verfolgen, um die gesuchton Werthe von p und q zu er- 
halten. 

Bo sind wir denn auf die Methode des VII. Kapitels 
herausgekommen. Um diese Methode an und ftlr sich zu 
prüfen, unabhängig von den Principien, aus denen wir sie 
hergeleitet haben, dürfte es gleichgültig erscheinen, ob die 
kleineren oder die grösseren Nüliernngswerthe von /i, /i^, , • . 
genommen werden, wenn nur die Werthe von r, ^, . . . 
immer mehr bis Null abnehmen (No. 6), 

Auch bemerkt Waih'- nusdnieklich, man dürfe nach Be- 
lieben die grösseren oder die kleineren Näherungswerthe fOr 
die Zahlen /i, /u^, ju^, . . anwenden, ja er schlSgt sogar 
dieses Mittel vor, um zuweilen die Rechnung abzukürzen; nnd 
Mder bemerkt dasselbe in No. 102 ff. des angeftihrten Kapitels; 
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indessen will ich an einem Beispiel zeigen^ dass man bei 
solch einein Verfahren Gefahr iäutt, niemals die Lösung der 
vorgrelegten Gleichung zn finden. 

Nehmen wir das neis])iel 101 eben Jenes Kapitels, WO es 
sich darum handelt, eine Gleichung von der Form 

^« = 6^* + 1, oder - 63* = 1 



zn lösen. Man hat also j? — Vö^^ -h 1 und, bei Vernach- 

lässigung des eonstanten Gliedes l, =^ ? ; also ^ =V6 > 2 

und 3 ; nehmen wir die untere Grenze und setzen jti s= 2, 
und dann p = 2q + r; subsütoirt man dieses, so kommt 

— 2g« + Aqr + r* = 1 ; 

also: 



2r -\- V ür- — 2 

q= 2~ — » 

oder, indem man den couätauten Werth — 2 fortlässt, 
gr=r !- , woraus ~ = — ^ — >2 und <[ 3. 

Nehmen wir wiederum die untere Grenze und machen 
q=z2r + s^ so geht die letzte Gleichung ttber in: 

^ — 4^5^25* = l, 

woraus zunächst erhellt, dass man s = 0 und r = l annehmen 
kann ; also kommt // 2 , j9 = 5 . 

Jetzt nehmen wir die erste Transformirte wieder vor: 

— 2g* + 4gr-i-r*= 1, 
aus der wir gesehen haben, dass - 2 und <^ 3 sei, und 

r 

statt die untere Grenze zu nehmen, nehmen wir den oberen 
Werth, d.h. wir nehmen q = 'Sr -\- oder, da s* alsdann negativ 
Bein muss, g = 3r — s\ man erhält folgende Transformirte: 
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und diese ergiebt 



4» + Ve«* — 5 

r = 



also, indem man den constanten Werth yemaehlftssigt: 

r = 4 f «öd -s= — — — > l nnd <2. 

Nehmen vir nochmals die obere Grenze nnd setzen 
r = 28 — es kommt: 

— 6«» + 12«<~5<« = 1; 

also 

s = : 



folglich, mit Fortlaaaung vou — 6 , 

« = und Y = l + — > 1 nnd < 2. 

Nimmt man weiter stets die obere Grenze, und macht 
8 =5 2t — w, so kommt: 

also 

^ 5 ' 



mithin : 



> l und < 2. 



u 5 

Machen wir ebenso t — 2u — x; so kommt: 
— 2«* + Sux — 5«» = 1 ; 

alsO) u. s. f. 

Nimmt man so immer weiter die oberen Grenzen, so wird 
man niemals eine Transformirte erhalten, wo der Coefficient 
des ersten Gliedes gleich 1 ist, was doch geschehen mtisste, 
wenn man eine Lösnng der vorgelegten Gleichung finden wollte. 
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Dasselbe irird nothwendig allemal eintreten, wenn man 
raerst eine untere und darauf stets die oberen Grenzen nimmt; 
den Grund dafür kann ich a priori angeben; da aber der 
Leser, ihn leicht finden wird auf Grund der Prindpien unserer 
Theorie, will icli ndch dabei nicht aufhalten. Ftlr jetzt be- 
gnüge idi mich, dargethan zu haben, dass diese Art von 
Au%aben strenger und tiefer als bisher zu behandeln ist 



g IX. IJebei die Art, algehraisohe Funetionen aller Grade au 
finden, die, mit einander multiplioirt, stets Shnliohe Functionen 

erzengen. 

(Zusatz zum XL und XiL Kapitel) 

87. Ich glaube gleichzeitig mit Eider den Gedanken ent- 
wickelt zu haben, die irrationalen und selbst die ima^in.lren 
Faotoren in den Formen zweiten Grades zu benutzen zur Auf- 
siif'lnuig: der Bedingungen, die diese Formen zu Qu;k] raten 
oder beliebigen Potenzen machen; ich habe darüber in der 
Akademie im Jahre 17G8 eine Abhandlung verlesen, die 
ich aber im Auszug mitgetheilt habe in meinen Eecherches stir 
les ProhJemes wMkfmiines, die sich in dem Bande des Jahres 
1767*] beßudeni welcher Band 1769 erschien, selbst vorder 
deutschen Ausgabe von Eiders Algebra. 

An der eben erwähnten Stelle habe ich gezeigt, wie man 
die Methode auf höhere Formen als vom zweiten Grade aus^ 
dehnen könne; ich habe auf diesem Wege die Lösung einiger 
Gleichungen gegeben, mit denen es wohl sehr schwer gewesen 
wSre, auf anderem Wege zurecht zu kommen. Jetzt will ich 
diese Methode noch verallgemeinem , denn sie verdient die 
Aufoierksamkeit der Geometer ganz besonders wegen ihrer 
Neuheit und Eigenthflmlichkeit 

88. Es seien a und ß zwei Wurzeln der Gleichung zweiten 
Grades: 

8* — as + h=tOy 
und wir betrachten das Product der beiden Factoren 



') (Envres de Lagrange, t II, p. 377 und 655. 
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welches uothweudig reell tiein wird; dieses Froduot ist gleich: 

x' + {a + ß)xy + aßy^', 

nun ist aber a ß = af und aft^b wegen der Gieiehung 

— a« + 6 = 0; man hat also folgende Formel zweiten 
Grades 

SB* + <^^y + by^f 
die ans aswei Faetoren besteht: 

x + ay nnd x + ßy. 
Jetzt ist ersiehtlioh^ dass, wenn man eine ähnliche Formel 

hat: 

nnd man beide mit einander maltipliciren wollte, es genügen 
müsste, die beiden Faetoren x-^-ay^ x^-\-ay^ und die 
beiden x-]- ßy^ x^ ßy^ mit einander, und dann die beiden 
Prodncte. mit einander zu maltipliciren. Nun ist das Product 
von x-\-ay und x^ + ay^ gleich: 

xx^ + a{xy^ + ^«4) + «*2/i/i ; 
da aber a eine Wurzel der Gleichung 

5* — as + 6 = 0 

ist, so hat man 

cif* — a« + 6 s=r 0 ; folglich «• = aa — b] 

sttbsiitairt man nun diesen Werth von in die vorstehende 
Formel, so kommt: 

xx^ — byy^ + a{xy^ + yx^ + ayy^], 

so dass, wenn man zur Verein^hung einftlhrt: 

X^xx^—byy,J 

das Produet der beiden Faetoren x + ay^ x^ + ay^ gleich 



Digitized by Google 



Algebraische. Functionen höherer Grade. 155 

wird, und mithin von derselben Fonn, wie ein jeder der 
Factoren. Afan findet ebenso, dass das Produet von x + ßy, 

wird, und das gesammte Produet wird nunmehr: 

[X+aY)(X + ßY), d.h. + aXY-{'bY\ 
Dies ist das Produet der beiden ähnlichen Formen 

-\~ ax y -\- by'^f 

Wollte man das Produet dreier ähnlicher Formen haben: 

-^axy 4-^^*, 

so brauchte man nur das Produet der Formel 

X* + aXY-^ bY^ 

mit x\-{- aj'^y^ hy\ zu multiplioiren, und macht man 

X^=^Xx, — bTy^, 

Y^ = Xy^ 4- Yx^ -h aYy^, 

so wild das gesuchte Pioduct gleich 

X\ + aX,Y,^-bYl. 

Man kann ebenso das Produet yon vier oder mehr ähn- 
lichen Formen wie 

ac* + axy 4- by* 

6nden und diese Producte werden stets die nämliche Form 
haben. 

89. Macht man x^^x und yi=y so kommt: 
JC = a;* — by'^f Y := 2xy ay* , 
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und mithin: 

WiU man also die rationalen Wertlie von X und Y finden, 
die die Form 

X* -i-aXY+bY* 

zu einem Quadrat machen, so braucht man nur X und Ydie 

vorstehenden Werthe zu ^^eben und man erhält als Wurzel 

des (4uadi'atb den Auddi'uck 

wo X nnd y zwei UnbesÜmmte sind. 

Macht man nun noeli x^:=x^^x nnd y^sssy^s=y^ so 
kommt: 

X^^Xx — bYy, T^:=Xy-i-Tx + aYy, 

d. h, wenn man die rorstehenden Werthe von X nnd Fsub- 
Btltair^ 

X, = ap» — Uxy* — äby^ , 

— dx^y + Zaxy^ + (c? — b)y^\ 

alBo: 

(a;« + axy + by^f = Xj + aX, Y, + hY\. 

Will man alao die rationalen Werthe von x und y linden, 
die die Form 

ZU einem Ciibus machen, so bniucht mun nur X, und Y, 
die vorstellenden Werthe zu ertheilen und dadurch erhält 
man einen Gubus, dessen Wurzel gleich 

x^ + axy+by' 

ist, wo X und y zwei Unbestimmte sind. 

In ähnlicher Weise könnte man die Probleme lösen, wo 
es sich darum handelt, vierte, fünfte, . . . Potenzen hervor- 
zul>rhigen; aber mau kann auch unmittelbar allgemeine For- 
meln fttr eine beliebige I*otenz von m aufstellen, ohne dass 
man die vorangehenden niederen Potenzen zu beachten brauchte. 
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Es seien also die raüonaleiL Werthe voe X und Y ge- 
fordert, sodass die Form 

+ aXT+ b y* 
eine m-te Potenz werde, d. h. es gilt, die Gleichnng 

zu lr>scTi. Dil ([\e (jvösse X* -\ aXY hY^ aus dem Prodnct 
der beiden Factoren X-\-((Y niiä X~{-jiY gebildet ist, so 
niuss , damit diese Grosso eine l'otcir/ }ff-tm Grades werde, 
ein jeder der beiden Factoren gieiciiiaiiä eine t^oicbe Potenz 
werden . 

Macben wir also zunäcbst 

X-\-aY={z^ayr*, 

uud entwickeln diese l*oteuz iiiich dem Theorem von Newton: 

Da nun a eine Wurzel der Gleiebnng 

— as + b^ii 

ist, so bat man aucb 

— a« 4- ö = 0, 

also 

= aa — 6, == a«* — ba — (a* — b)a • — a6, 

= (a* — b}a* — aba = (a» — 2aö)o — a*6 + 6«, 

n. s. f. Man braucht also nur diese Wertbe in die vorber- 
-hende Formel einzusetzen und sie wird dadurcb aus zwei 
Theilen zusammengesetzt erscheinen; den einen, rationalen, 
wird man mit X ve^leiehen^ den anderen, mit der Wurzel er 
multiplicirten, mit er F. 

Setzt man zur Abkürzung: 
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so kommt: 





t 






— - A 






= a, 












= aA^ 






• 


















= 








— bB„ 




















a — 










«• = 


a — 


■fi.. 








tt* = ^. 


er — 










a* = A^ 


a — 







Subatitiiirt man tüese Werthe und vergleicht, »o erhält mau: 

m[m-l]{m-2) 

2.3 f • * •> 

Ivt Ii«' Wuzel u nicht in den Aasdröcken für 2l imd 1 
vorkommt, ao iät^ weil 

auch 

multiplicirt man also die beiden Gleichongen mit einander, 
80 kommt: 

X* 4- aXY^ 61* = 4- aa?2( + 6^*)»», 

lolgUch: 

Al»o iät daä Problem geiödt. 
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Wenn a = 0 ist, so werden die Formeln viel einfacher; 
denn man hat dann: 

= 1, Ä^ = ü, .I3 = — i^, =: 0, 5«, 

A.^ = 0 1 A^ ^ i^* I • • • y 

und ebenso: 

JB; = 0, B,= ft, B,= 0, B, = — J5, = 0, J?e = ft*, 
also: 

2.3,4 ^ 

tr »1-4 . ^K»* 2)-Jn-i sr. 

y. ina;*"^2^H 2 ■■or* ^^''ö 

m(m^l)(m— 2)(m - 3) (m— 4) , ,t 
2.3.4.5 ^ 

und diese Werthe werden der Gleichung 

X«+i^r = (aj» + Ö2/*)"» 

genügen. 

90. Gehen wir nun zu den Formen von drei Dimensionen 
über; es seien er, /C^, ^, die dici Wurzeln der Gleichung dritten 
Grades 

— ÄÄ* -{-has — c = 0 , 

und betrachten wir das Product der drei Factoren: 

(flj + + a««) (x -\- ßy + ß^x) {x + yy-\- 

welches nothwendig rational sein wird, wie sogleich erhellen 
soll. Kaeh ausgeftthrter Mulliplioation hat man das folgende 
Prodnct: 

^^(cx-{-ß-\- r)x^y + (a* +ß^-\-f)x^^^[ctß'^ay+ßy)xy' 
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Hätte man eine dritte Form wie diese: 

xl + (^^IVt 4- — 26)a;5;i;, + bx^yl -f- [ab — ^c)x^y<^x^ 
+ — 2ac)x^z\ -f- cyl + acy\z^ + bcy^z\ -\- c*;?.J, 

und man wollte ein Product aus dieser und den beiden vor- 
hergehenden haben, so brauchte man offenbar nur 

X^ = Xx^ -\- c'Yx^ 4- Zy^) + acZz^y 

Y, = X//, + Yx, -b(Yx^ + Zy,) — (ab- c] Zz, , 

Z, = A';:;, + Zx, + Yy, a{Yz^-{- Zy,) + (a*— b) Zz, 

zu setzen, und man erhielte das verlangte Product: 

Xi + aX; -f- [a- — 2b]X]Z, + bX^ yj + [ab — 3c)X, Y^Z, 
+ (^**— 2ac) X^ Z\ + cY\ + acY\Z, + bcY, Z\ + Z'\, 

91. Setzen wir jetzt x^^ z=x^ y^= y^ = so haben wir: 

X= X' -\- 2cyz -\- acz'^ y 

Y= 2xy — 2byz — [ab — c)^*, 

Z= 2xz -\- y' 2ayz + — b)z^y 

und diese Werthe werden der Gleichung 

X'-\-aX*Y-{- bXY*-]-cY'+ {a''—2b)X^Z-{-{ab^3c)XYZ 
+ acY'Z 4- — 2nc)XZ' + bc YZ' + c*Z' =F^ 

genügen, wenn man 

Y— -f- ax'y -\- bxy' -\- cy^ -\- (a* — 2b)x^z 

-\- lab — '^c)xyz-\-acy^Z'{-[b^ — 2ac)xz' -\-bcyz- j- c^z^ 

nimmt; man hätte also z. B. eine Gleichung von der Form 

+ ax* Y + bx y* + c y = 

zu lösen, wo a, 5, c irgend welche gegebene Grossen be- 
deuten, so brauchte man nur Z=0 zu setzen, indem man 

2xx -\- y* + 2ayz + (a^ — b)z^' = 0, 
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macht, woraus man erhüt: 

y'H-Zay« + — 

' 

miil siibstitiiirt man diesen Werth von x in die vorhergehen- 
den Aüödnicke von X, F, Z nnd F, so hat man sehr allge- 
liicine Wertlic dieser Grössen, die der vorgelegten Gleichung 
genügen. Diese Lösuner verdient wohl bemerkt zu werden wegen 
ihrer Allgemeinheit und wegen der Methode, mittelst welcher 
wir zu ihr gelangt sind; es ist vielleicht die einzige, die 
leicht zum Ziele führt. 

Man erhält nun ebenso die Lösung der Gleichung 

XI + aX\ Y, +. (a'— 2b)X} Z, -f- l^X^ Y\ + [ah — 3c)X, Y,Z, 
wenn mau in den obenstehenden Formen 

setzt und wenn man 

F= SB* + aa?*y + (a* — 2 ^ja?*» + iojy* + {ah — ^^%y% 

-|- (6 — lac^xx, -|- cy' + ac^ » + />c^/i/' + c ^ 

ninimt Man könnte auoh folgweise die Fälle Idsen, wo man 
statt F', der dritten Potenz, F*, F*, . . . hätte; aUein wir 
wollen diese Fragen ganz allgemein behandeln, wie wir es 
vorhin in No. 90 gemacht haben. 

92. Es soll also eine Gleichung von folgender Form gelöst 
werden : 

-X' + aX'rn- (a* — 2Ä)-X*^ + + (a6 — 3c) X YZ 
+ (6*— 1ac)XZ^ + cI'-^acY^Z+bcY^-{- <y Z = F^, 

Da die Grösse, welche das erste Glied dieser Gleichung 
bildet, nichts anderes ist als das Prodnct folgender drei 
Factoren 

[X+aY^a'Z)(X + ßY+ß^2;\(X+yY+fZ), 

so hat man, um diese Grösse gleich einer nv-i&ü Potenz werden 
zu lassen, offenbar nur uöthig, einen jeden der Factoren 

II» 
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gleich einer solchen PotcBz zu machen. £b sei also 

so entwickele man zunächst die wi-te Potenz von x -\- ay arz, 
nach Newton'^ Theorem: 

a^« -f- mx^^'^iy + ax) a m{m--l) ^^^^^ ^ 

oder indem man die venchiedenen Potenzen Ton y + asc bil- 
det und nach Dimensionen von a ordnet, 

I r / <\ m-» j ^*(^— 0(^^—2) 1 
+ I m(m — 1 *y» H ^ mf" V la + . . . . 

Da man aber in dieser Form nicht deutlich das Gesetz 
der Glieder überschaut, so setzen wir allgemein: 

und man findet: 

jny P 



{m—i)yP,-^2m9,P 
2x ' 

p {m — %P, 4- (2m ~ ' 

_ (m— 3)yP3 + (2 m--;2)»^ 

4 a; ' 



""^l^il leicht mit Hülfe der Differentialrechnung zu erweisen ist 
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Da nmi a eine Wurzel der GleichuDg 

— as* -\-bs — c = 0 

ist, so hat mau 

— aa* + öa--cs= 0, woraus «^^aa* — ba + e; 

also 

> 

a* = aa* — 6a' + ca = (a* — 6)a* — (a6 — c)a 4- ae, 
ö«=a(a* — 6)a' — lab — c)a^ 4- aca 

= (a» — 2ab + c)a' — (a*& — 6'— ac)a -h (a*-^Ä)(?, 

U. B. f. 

Setat man nun zur Vereüitachuüg: 

A « 

A^^aA^ — bA^+eA^f 

A = — &A 4- cA> 

• > 

B, = 1, 



5. 




« 


c, 












0, 


— 0, 




0, 




— 6C, + cC,, 


0, 




— ja, + cci, 


0» 







41 

4 
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80 kommt: 



a 


= a* 


— « + c;, 





















Subfltituirt man diese Werthe in den Ausdruck 

(x.+ ay a^»y^f , 

so wird er aus drei Theilen bestehen; der eine ist ganz rational, 
der zweite ist mit a multiplicirt, der dritte mit «*; man liat 
also nur den ersten mit X zu vergleichen, den zweiten mit 
aY und den dritten mit a^Z und auf diese Weise erhält mau: 

z = p 4- -h P, + P, C, 4- p^, c; + . . . , 

Y= — P,B,~ P,B, — iyi, ^ P^B, — . . . , 
Diese Werthe werden also der Gleichung 

genügen; und da die Wurzel a iiiolit speciell in die Aus- 
drücke für X, Y und Z eingeht, so kann man offenbar a\R ß 
oder in y verändern, also hat man auch: 

X +ßY-^ß^Z=={x-{- ßy -{-ß'^r\ 

Multiplicirt man nun diese drei (ileiehungen mit einander, 
öo erhellt, das erste Glied mit dem ersten Gliede der 

vorgele.2:tt'ii i Gleichung ideutisch ist und das zweite Glied 
gleich einer ^/^^ten Potenz, deren Basis V sei, und man hat: 

F= -j- ax^y + V — 'lh]x'^, + hxy^ + [ah — Zc)xyz, 
+ (6* — laö)xsi^ + cy^ + acy^x + beyx^'^e^s^. 

Also findet man die verlangten Werthe von X, Y, Z und 
F, welche drei Unbestimmte enthalten. 
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03. Wollte iii;iTi Formen vierter Dimension mit ilenaelben 
Eigenschaften finden, wie diejeiiij^'en, die soeben entwickelt 
wurden, so inüsste man das Froduct von vier Factoren be- 
trachten von dieser Form 

X -i- ay -i- a^z + of'f, 

^ + ßy + ß*»+ß^t, 

4- + (5*- 4- 

und annehmen, «, y, d seien Wuizein einer Gleichung 
vierten Grades: 

man hätte auf diese Weise: 

aß ay ■\' ol6 '\- jiy -\- ^6 -{- = 6, 
aßy + aßö + ayd + ßy6 = c, 
QLßy6 = 

und hierdurcli könnte man alle Coefficienten der verschiedenen 
Glieder des fraglichen Prodnctea bestimmen, ohne Kenntniss 
der Wurzeln /?, /, ö\ da hierzu aber verschiedene Re- 
ductionen nöthig werden, die nicht so ganz leiclit darzustellen 
sind, so kann man bequemer folgendermaassen verfahren. 
Es sei im Aligemeinen 

X 4- 6-^ 4- ^7(, -|- s^t = 

und da s durch die Gleichung 

bestimmt ist, so eliminire man b aus diesen beiden Gleichungen 
nach bekannten B^eln^ und ordne die resultirende Gleichung 
nach der Unbekannten so wird sie den vierten Grad er- 
reichen und in der Form 

^4 — i^^» + p^* — 0^ + Ä =s 0 

erhalten werden können. 
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It)^ L. Lagraagu, Algebraische FanctioBen büherer Grade. 

I>ieHf» (rleiclmn^ ^Tn icht aber in Kezug auf ^ den \'iertpn 
(Irad nur, weil .v die \irr Wrrthp o, ^, uBd mithin 

auch folgende vier Werthe hüben kann: 

« + + 

x + dy + ö^Ji-töU; 

dii»8e 8ind nichts anderes als die Factoren, deren Product 
lunn haben will; weil luiu das letzte Glit-d Ii das Prodnct 
aller vier Wurzeln oder Wertlie von o seiu muds, so wird eben 
dicHe» Glied Ii das vei laugte Product sein. 

Jetzt aber genug tiber diesen Gegenstand ^ den wir viel- 
leicht bei einer anderen (ielegenhelt wieder aufnehmen können. 

Ich schlicssp diese »Zusätze«, welche die Grenzen, die 
ich mir gesteckt habe, nieht weiter fortzusetzen gestatten; 
vielleicht wird mau sie schon gar zu lang finden: da aber 
die behandelten Gegenstände ziemlich neu und wenig bekanut 
sind, f*M glaubre ich mehr ins Einsehie gehen zu mtlssen, da- 
mit dit» dMrk'"estcllten Methoden und ihre verschiedenartigen 
Anwendungen recht deutlich eracheineiL 




Anmerkungen. 



Etders » Vollständige AnleitnDg zur Algebra« erschien zum 
ersten Male im Jahre 1770. Sie war tob dem damals bereits 
erblindeten Verfasser einem Gehflifen in die Feder dietirt, und 
zeiehnet sieh aas dnrch Klarheit nnd Einfaefaheit der Darstel- 
lung, die dnrebweg dem Verstündnisse eines Anfitogers ange- 
pasBt ist Das Werk hat aehneU eine ganz ansserordentliehe 
Verbreitung gefunden. Es ist in zahlreiehen deutsehen Aus- 
gaben, dann aber aueh in Ueberaetzungen in yersoMedenen 
Sprachen erschienen. Von besonderer Bedeutung ist die £raiH 
zösische, die seit 1784 wiederholt aufgelegt wiode, für deren 
Zustandekommen sich noch ^JJmibmi interesairt hatte. Diese 
franzdnsche Uebersetzung hat eine grosse Bereicherung erfahren 
in den »Ad^tions« von Lagrange^ die hier in deutscher Ueber^ 
Setzung Torii^en. IMese Zusätze beziehen sieh auf die so- 
genannte unbestimmte oder diophantische Analysis, welcher 
der letzte Theil von Eukrs Algebra gewidmet ist, nämlich auf 
solche Anfgaben, in denen die Unbekannten aus Bedingungen 
gesucht werden, die zu ihrer vollständigen Bestimmung nielit 
ausreichen, in denen aber die Unbekannten noch durch die 
Forderung beschränkt sind, rationale oder auch ganze Zahlen 
zu sein. 

Dieser Zweig der Analysis, der einen wesentlichen Theil 
der Z.ililentheorie bildet, hatte gerade in jener Zeit durch die 
Untcröuchuugen von Lagratige sehr bedeutende Fortschritte 
gemacht. 

Der grosse Werth dieser Arlicit von Lagmngp liegt aber 
nicht sowohl in den besonderen Problemen, die im Anschluss 
an Euler^ Algebra behandelt sind, als in den darin ange- 
bahnten vollständig neuen Untersuchungen, an die dann spater 
Dirichlet angeknüpft hat, und die in allemenester Zeit in der 
Theorie der algebraischen Zahlen ihre Stelle gefunden haben. 
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Anmerkungen. 



Von grnndleprender Wichtigkeit sind in dieser Beziehung der 
§ TI über das Minimum algebraiarher Ausdrücke und die 
Untersuchungen der § VII und VIII über die Losmigen der 
Pe/fschen Gleichung und eudlicii der Schlussparagraph IX über 
die in lineare Factoren zpvlegharen Form t u von mehreren 
Variablen, und liTdieren Graden. Diese berühmten l^nt<liM kuiigen 
sind, wenn aucli nicht zum ersten Male, so doch am vollstän- 
digsten und im Zusammenhang in diesen »Zusätzen* dargestellt. 
Die Stellen, wo die betreflenden Resultate zuerst aufgestellt 
sind, hat Lagrange selbst im Texte angegeben. 

Die Verallgemeinerungen von Dirichlet sind in den folgen- 
den Abhandlungen zu linden: 

»Sur la theorie des NombreB«, Oomptes rendns der Pariser 
Akademie, Bd. X (1840). 

>£iinige Resultate von Untersnchnngen über eine Glasse 
homogener Functionen des dritten und der höheren Grade.« 
Monatsberichte der Berliner Akademie, 1841. 

»VeraUgemeinemng eines Satzes ans der Lehre von den 
Kettenbrttehen nebst emigen Anwendungen anf die Theorie 
der Zahlen« y ebenda 1842. 

»Znr Theorie der eomplexen Einheiten«, ebenda 1846. 
(C. L^eumj Dirii^UeiB Werke, Bd. I.) 

Man vergieiehe aneh die betreffenden Absehnitte in Dmddei- 
Dedekinds Vorlesungen Uber Zahlentheorie, besonders die §§ S3, 
141, 142, 182 der vierten Anflage. 

Bei der vollendeten Klarheit in Lagranges Darstellung ist 
zu erläuternden Anmerkungen kein Anlass. Einige kleine Un- 
genauigkeiten im franzOsisehen Text sind In dieser deutschen 
Ausgabe verbessert. 
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